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はじめに

力学⇔運動学⇔流体力学⇔熱力学

小 <--------時間・空間スケール、粗視化 --------> 大

完全流体
局所平衡
散逸無し
流体

粘性流体
局所平衡
散逸有り
流体

因果的流体
散逸に

緩和を含む
流体

揺らぎ流体
熱揺らぎ
入り
流体

相対論的な
流体で



全体の流れ

• 相対論的流体力学関連の歴史的なこと
• 相対論的流体力学の定式化
• 因果的な流体揺らぎ
• 揺動散逸関係
• １次元膨張系の例
• ３次元揺らぎ流体のシミュレーション

• まとめ



相対論的流体力学関連の
歴史的なこと



Eckartによる流体力学の相対論化

C. Eckart (1940)



Landauによる多重発生への適用(1953)

Landau-Lifshitz, Fluid Mechanics火の玉の生成(Fermi)と膨張

http://www2.kek.jp/ja/newskek/2008/mayjun/TAlinac.html



磯、森、並木による場の理論的基礎付け

Iso, Mori, Namiki (1959)
See also Namiki, Iso (1957)

線形応答(1957)直後に相対論的場の理論に適用



最近（といっても１０年前）の話題

asahi.com

素粒子極限物質（>～２兆度）
クォーク・グルーオン・プラズマ

の完全流体のような振る舞い
相対論的流体力学が重要な役割

日本評論社(2015)



ギネス世界記録



相対論的流体力学の定式化
平野哲文,「流体力学と方程式」

数理科学 623, 32 (2015)



エネルギー・運動量保存則

𝜕𝜇𝑇
𝜇𝜈 = 0

以下では

𝜕𝜇 =
𝜕

𝜕𝑥𝜇

ギリシャ文字の添え字は時空間

(𝜇 = 0, 1, 2, 3 = 𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑐 = ℏ = 𝑘B = 1の単位系

エネルギー・運動量テンソル

𝜈 = 0: エネルギー保存則
𝜈 = 1, 2, 3: 運動量保存則

４本の連続の方程式
４つの保存量



エネルギー・運動量テンソル

𝑇𝜇𝜈 = 𝑒𝑢𝜇𝑢𝜈 − 𝑝 + Π Δ𝜇𝜈 + 𝜋𝜇𝜈

エネルギー密度 ４元流速 静水圧 体積粘性 応力テンソル

静止系(Local Rest Frame)

𝑇LRF
𝜇𝜈

=

𝑒 0
0 𝑝 + Π + 𝜋11

0 0
𝜋12 𝜋13

0 𝜋21

0 𝜋31

𝑝 + Π + 𝜋22 𝜋23

𝜋32 𝑝 + Π + 𝜋33

𝑢LRF
𝜇

= (1, 0, 0, 0)



慣性系取り方

• エネルギー・運動量テンソルの 0𝑖成分
流体の場合：熱流
電磁場の場合：Poyntingベクトル

𝑇LRF
𝜇𝜈

=

𝑒 0
0 𝑝 + Π + 𝜋11

0 0
𝜋12 𝜋13

0 𝜋21

0 𝜋31

𝑝 + Π + 𝜋22 𝜋23

𝜋32 𝑝 + Π + 𝜋33

何故これらは０か？

何が流れているのか？



慣性系の取り方（つづき）

• エネルギー流に乗った慣性系で流速を定義（Landau系）
エネルギー・運動量テンソルの固有値問題
相対論では質量も熱もエネルギーの一形態
質量は非保存 ex.) 𝑒+ + 𝑒− ↔ 2𝛾, 𝑞 +  𝑞 ↔ 2𝑔
粒子数も非保存

𝑇 𝜈
𝜇
𝑢𝜈 = 𝑒𝑢𝜈



慣性系の取り方（つづき）

• 保存流に乗った慣性系でも流速定義可能（Eckart系）
 𝑇0𝑖は有限（熱流は定義可）
しかしクォーク・グルーオン・プラズマの場合

粒子数≈反粒子数  𝑁𝜇𝑁
𝜇 ∼ 0

𝜕𝜇𝑁
𝜇 = 0, 𝑢𝜇 =

𝑁𝜇𝑁
𝜇

𝑁𝜇𝑁
𝜇



構成方程式 ※通常は熱力学第２法則から決定

Γ 𝑥 =  
𝑡>𝑡′

𝑑4𝑥′𝐺 𝑥, 𝑥′ 𝐹(𝑥′)

線形応答

散逸流 熱力学的な力記憶関数

散逸流 Γ 熱力学的な力 𝐹

ずり粘性 𝜋𝜇𝜈 𝛻〈𝜇𝑢𝜈〉

体積粘性 Π −𝛻𝜇𝑢
𝜇

𝛻𝜇(= Δ𝜇𝜈𝜕𝜈): ラグランジュ空間微分（エネルギーの慣性系）



記憶関数１

𝐺 𝑥, 𝑥′ = 𝜅𝛿 𝑡 − 𝑡′ 𝛿 3 𝒙 − 𝒙′
例１）瞬間的応答

𝜅 =  
𝜂
𝜁
ずり粘性係数

体積粘性係数

𝜋𝜇𝜈 = 2𝜂𝛻〈𝜇𝑢𝜈〉

Π = −𝜁𝛻𝜇𝑢
𝜇

相対論的Navier-Stokes方程式



減衰モード

体積粘性
体積変化の妨げ

ずり粘性
変形の妨げ



因果律の破れ

相対論的Navier-Stokes方程式
 拡散型方程式（放物型方程式）
 時間１階微分、空間２階微分
 情報伝達速度無限大
 因果律の破れ、不安定解 Hiscock-Lindblom (1985)

緩和過程、遅延効果の必要性



記憶関数２

𝐺 𝑡 − 𝑡′ =
𝜅

𝜏
exp −

𝑡 − 𝑡′

𝜏

例２）遅延応答の一例

熱力学的な力

𝑡

実際の応答
𝜏: 緩和時間



緩和過程を含む構成方程式

(1 + 𝜏𝜂𝐷)𝜋
〈𝜇𝜈〉 = 2𝜂𝛻〈𝜇𝑢𝜈〉

(1 + 𝜏𝜁𝐷)Π = −𝜁𝛻𝜇𝑢
𝜇

𝜋𝜇𝜈 = ∫ 𝑑4𝑥′𝐺𝜂 𝑥 − 𝑥′
𝛼𝛽
𝜇𝜈

𝛻〈𝛼𝑢𝛽〉(𝑥′)

Π = −∫ 𝑑4𝑥′𝐺𝜁 𝑥 − 𝑥′ 𝛻𝜇𝑢
𝜇(𝑥′)

微分形

𝐷(= 𝑢𝜇𝜕
𝜇): ラグランジュ時間微分

積分形

散逸流が独立な自由度拡張された不可逆過程の熱力学



時間の粗視化

𝑡

𝐺

𝑡′

𝐺 =
𝜅

𝜏
𝑒−

𝑡
𝜏 𝐺 ≈ 𝜅𝛿 𝑡′時間の

粗視化 Navier-Stokes
因果律の破れ

非マルコフ過程 マルコフ過程

Maxwell-Cattaneo

𝑡 → 𝑡′

相対論的理論における粗視化の制限（限界！？）

𝐺



因果的な流体揺らぎ
K. Murase, T. Hirano, “Relativistic fluctuating hydrodynamics 

with memory functions and colored noises”, arXiv:1304.3243 



構成方程式のLangevin化

Γ 𝑥 = ∫ 𝑑4𝑥′𝐺 𝑥, 𝑥′ 𝐹(𝑥′)

+𝛿Γ(𝑥)：流体揺らぎ

𝛿Γ 𝑥 𝛿Γ 𝑥′

= 𝑇 𝐺 𝑥, 𝑥′ + 𝐺 𝑥′, 𝑥

揺動散逸関係

〈𝛿Γ 𝑥 〉 = 0



揺動散逸関係
エ
ン
ト
ロ
ピ
ー

揺らぎ

散逸

マクロな視点
熱平衡状態＝最大エントロピー状態

ミクロな視点
揺らぎと散逸のせめぎ合い
による熱平衡状態の安定性



フーリエ空間

𝛿Γ𝜔,𝒌
∗ 𝛿Γ𝜔′,𝒌′ =

𝜅𝑇

1 + 𝜔2𝜏2
2𝜋 4𝛿(𝜔 − 𝜔′) 𝛿 3 (𝒌 − 𝒌′)

𝐺 𝑥 − 𝑥′ =
𝜅

𝜏
exp −

𝑡 − 𝑡′

𝜏
𝛿 3 (𝒙 − 𝒙′)

パワースペクトルの振動数依存性色付き雑音
相対論特有の性質！？

緩和過程の場合



微分形の構成方程式

ℒΓ 𝑥 = ℒ∫ 𝑑4𝑥′𝐺 𝑥, 𝑥′ 𝐹 𝑥′ + ℒ𝛿Γ(𝑥)

ℒ = 1 + 𝜏𝐷 ※より一般の線形演算子と応答
関数の場合村瀬D論

1 + 𝜏𝐷 Γ = 𝜅𝐹 + 𝜉

𝜉 = ℒ𝛿Γ

記憶関数は数値計算に不向き微分方程式に落とし込み

揺動散逸関係は？



微分形における揺動散逸関係

𝛿Γ 𝑥 𝛿Γ 𝑥′ = 𝑇 𝐺 𝑥, 𝑥′ + 𝐺 𝑥′, 𝑥

𝜉 𝑥 𝜉 𝑥′ = ℒ𝑥ℒ𝑥′〈𝛿Γ 𝑥 𝛿Γ 𝑥′ 〉

= 2 𝜅𝑇 + 𝜏𝐷(𝜅𝑇) 𝛿 4 (𝑥 − 𝑥′)

一様な背景場の場合落とせる項
非線形流体の場合？
揺らぎの定理では必要！？



１次元膨張系の例



１次元ハッブル膨張モデル
４元流速のAnsatz

𝑢𝜇 = 𝛾(1, 𝑣𝑥 , 𝑣𝑦 , 𝑣𝑧)

𝑧

J.D.Bjorken (1983)

=
𝑡

𝜏
1, 0, 0,

𝑧

𝑡

(3+1)次元問題 (0+1)次元問題

𝜏 = 𝑡2 − 𝑧2

𝑡

𝑡, 𝑧 → (𝜏, 𝜂s)

𝜂𝑠 = (  1 2) ln  (𝑡 + 𝑧) (𝑡 − 𝑧)

変数変換



バランス方程式

エネルギー保存則

𝑑𝑒

𝑑𝜏
= −

𝑒 + 𝑝

𝜏
1 −

𝜋

𝑠𝑇
+

Π

𝑠𝑇

エントロピー密度 温度

𝜋 = 𝜋𝑡𝑡 − 𝜋𝑧𝑧



構成方程式１

応力テンソル

𝜏𝜂
𝑑𝜋

𝑑𝜏
+ 𝜋 =

4𝜂

3𝜏
+ 𝜉𝜋

𝜉𝜋 𝑥 𝜉𝜋 𝑥′ =
8𝜂𝑇

3
𝛿 4 (𝑥 − 𝑥′)

※しばらく揺動散逸関係に現れた 𝜏𝐷(𝜅𝑇)の項を無視



構成方程式２

体積粘性圧力

𝜏𝜁
𝑑Π

𝑑𝜏
+ Π = −

𝜁

𝜏
+ 𝜉Π

𝜉Π 𝑥 𝜉Π 𝑥′ = 2𝜁𝑇𝛿 4 (𝑥 − 𝑥′)

構成方程式のみが確率微分方程式



状態方程式のモデル
有
効
自
由
度

𝑇 (MeV)

𝑑𝐻 = 3

𝑑𝑄 = 37

𝑇𝑐 = 170 MeV

𝑑 = 𝑇𝑐/50

クォーク
グルーオン
プラズマ

クロスオーバー
ハドロン
ガス

𝑠 𝑇 = 𝑑eff

4𝜋2

90
𝑇4

𝑝 𝑇 =  
0

𝑇

𝑠 𝑇′ 𝑑𝑇′

𝑒 𝑇 = 𝑇𝑠 − 𝑝

M.Asakawa, T.Hatsuda (1997)



輸送係数のモデル

 𝜂 𝑠

 𝜁 𝑠

ずり粘性係数:
 𝜂 𝑠 =  1 4𝜋

体積粘性係数:
 𝜁 𝑠 ∝  1 3 − 𝑐s

2

P.Kovtun, D.T.Son, A.O.Starinets (2005)

S.Weinberg (1971)

緩和時間
𝜏𝜂 = 𝜏𝜁 =  3𝜂 2𝑝

W.Israel (1976)



温度とエントロピーの時間発展の例

完全流体エントロピー保存、粘性流体単調増加
揺らぎ流体エントロピーの揺らぎ



エントロピー生成率

𝜎 =
𝑑𝑆

𝑑𝜏
=

𝜋 − Π

𝑇
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝜂s単位時間あたり

流体揺らぎ正負のエントロピー生成率



１次元膨張系における
揺らぎの定理



“定常的”揺らぎの定理

𝑃(  𝜎 = 𝛼)

𝑃(  𝜎 = −𝛼)
= 𝑒𝛼𝑡

エントロピー生成率の確率分布

𝑃  𝜎 𝑑  𝜎 =
1

2𝜋𝑎2
exp −

 𝜎 −  𝜎 2

2𝑎2
𝑑  𝜎

ガウス分布の場合

2〈  𝜎〉

𝑎2
= 𝑡

D.J.Evans, E.G.D.Cohen, G.P.Morriss(1993), …



積分形

 𝜎 ≈
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝜂s
𝜏 − 𝜏𝑖

 
𝜏𝑖

𝜏 𝑑𝜏1
𝑇0(𝜏1)

 
𝜏𝑖

𝜏1

𝑑𝜏2𝐺(𝜏1, 𝜏2)
4𝜂

3𝜏2
+

𝜁

𝜏2

 𝜎2 −  𝜎 2 ≈
2𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝜂s
𝜏 − 𝜏𝑖 2  

𝜏𝑖

𝜏 𝑑𝜏1
𝑇0(𝜏1)

 
𝜏𝑖

𝜏1

𝑑𝜏2𝐺(𝜏1, 𝜏2)
4𝜂

3𝜏2
+

𝜁

𝜏2

2〈  𝜎〉

〈(  𝜎 −  𝜎 )2〉
= 𝜏 − 𝜏𝑖 が成立

※背景温度場の揺らぎは高次



微分形

𝛿Γ 𝑥 𝛿Γ 𝑥′ = 𝑇 𝐺 𝑥, 𝑥′ + 𝐺 𝑥′, 𝑥

𝜉 𝑥 𝜉 𝑥′ = ℒ𝑥ℒ𝑥′〈𝛿Γ 𝑥 𝛿Γ 𝑥′ 〉

= 2 𝜅𝑇 + 𝜏𝐷(𝜅𝑇) 𝛿 4 (𝑥 − 𝑥′)

数値計算Work in progress



３次元揺らぎ流体の
シミュレーション



エネルギー密度の時間発展

第１世代
完全流体

第２世代
粘性流体

第３世代
揺らぎ流体

周期境界条件を課した２次元の箱

シミュレーション by 村瀬

※𝜏𝐷(𝜅𝑇)の項は無視



まとめ

• 相対論的流体力学と因果律を守る流体揺らぎの導入
• 緩和時間が重要な役割色付き雑音の現れ
• １次元膨張系への適用
• クォーク・グルーオン・プラズマの物理への適用
• 揺らぎの定理周辺は今後の課題



Green-Kubo Formula
𝜂 = lim

𝜔→0
lim
𝑞→0

1

2𝜔
 𝑑𝑡𝑑𝑥 𝑒𝑖(𝜔𝑡−𝑞𝑥)

× 𝑇𝑥𝑦 𝑡, 𝑥 , 𝑇𝑥𝑦(0,0)

Slow dynamics  How slow?
Macroscopic time scale ~  1 𝜔 𝑡"macro"

Microscopic time scale ~ 𝜏
cf.) Long tail problem (liquid in 2D, glassy 
system, super-cooling, etc. )


