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小さくて目に見えない
身の回りの普通の大きさ

統計力学



ミクロの世界：原子と分子
目次

さまざまな相転移と統計力学
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2次元強磁性イジング模型における相転移
集団の意思決定のモデル

イラスト成瀬ちさと
まとめ
転移点での2次元強磁性イジング模型



ミクロの世界 
原子と分子



この世界は私たちが 
見た通りそのままではない

 大地は平らに見える ➡ 地球は丸い

 太陽が地球のまわりをまわっているように見える 
➡ 地球が静止しているわでけはない
 物はいろいろな材料でできている 
➡ すべての物質は目に見えない分子や 
原子がたくさん集まってできている

まったく当たり前ではない！！
イラスト　いらすとや



初期の原子論

John Dalton 
(1766-1844) 

Amedeo Avogadro 
(1776–1856) 

Democritus 
(B.C. 460-370?) 

実験・観察に基づかない思弁的な原子論

 古代ギリシャの原子論
物質には不可分の単位があるという考え

 19 世紀前半の原子論
化学反応についての定量的な経験事実
を原子・分子の描像で理解



初期の原子論

John Dalton 
(1766-1844) 

Amedeo Avogadro 
(1776–1856) 

Democritus 
(B.C. 460-370?) 

実験・観察に基づかない思弁的な原子論

 古代ギリシャの原子論
物質には不可分の単位があるという考え

 19 世紀前半の原子論
化学反応についての定量的な経験事実
を原子・分子の描像で理解
科学的な原子論だが、原
子や分子の大きさや個数
はわからない

2 対 1 の体積の水素ガスと酸素ガスが
 

反応すると、ちょうどすべてが水になる

H2

H2
H2OO2

H2O水の分子2つ
水素分子2つ 酸素分子1つ



19 世紀後半にも論争は続く
目に見えず手でも触れられない原子
や分子の実在を否定

 反原子論の立場

Ernst Mach 
(1838-1916) 

Ludwig Boltzmann 
(1844-1906) 

原子や分子は経験事実や実験結果を
整理するための方便に過ぎない

 原子論の立場
力学法則に従う原子や分子の存在を
認め、さらにそれにもとづいてマク
ロな世界を理解するための理論（統
計力学）を開拓



原子・分子の経験的な証拠

 Albert Einstein 
(1879-1955) 

 Jean Baptiste Perrin 
(1870-1942) 

原子・分子の個数（アヴォガドロ数）を実験に基づ
いて評価　➡　異なった方法で近い値
原子・分子が存在して初めて可能な現象を観察する

原子・分子は顕微鏡でも見えない！

顕微鏡で見える程度の大きさの微小粒子
が水中にあると水分子との衝突 
のために独特のランダムな動き 
をするはず
この運動を観察・解析すれば 
アヴォガドロ数が評価できる

 ブラウン運動の理論と実験
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原子・分子の個数（アヴォガドロ数）を実験に基づ
いて評価　➡　異なった方法で近い値
原子・分子が存在して初めて可能な現象を観察する

原子・分子は顕微鏡でも見えない！

顕微鏡で見える程度の大きさの微小粒子
が水中にあると水分子との衝突 
のために独特のランダムな動き 
をするはず
この運動を観察・解析すれば 
アヴォガドロ数が評価できる

 ブラウン運動の理論と実験

直径 0.5μm の粒子のブラウン運動 
実時間再生（61 x 53 μm) 

動画提供：学習院大学西坂研究室



統計力学へ

 Josiah Willard Gibbs 
(1839-1903) 

Ludwig Boltzmann 
(1844-1906) 

 ミクロな原子・分子の存在に基
づいてマクロな世界を理解する
 ミクロな要素の従う基本法則に
基づいてマクロな系の平衡状態の
性質を導くための理論体系

 マクロな系はミクロな基本法則
からは予想もできないふるまいを見
せる

相転移は典型例



相転移とは？



水と氷の相転移
0�C

<latexit sha1_base64="xOLprrVVdhBQ5xOziOhxrpKGUjU=">AAAB/3icbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIUJfFblxWsA9ox5JJM21okhmSjFDGLvwVobhQxK2/4c6/MW1noa0Hcjmccy/35gQxZ9q47reTW1vf2NzKbxd2dvf2D4qHR00dJYrQBol4pNoB1pQzSRuGGU7bsaJYBJy2glFt5rceqNIskndmHFNf4IFkISPYWImDC/cwBQIMlK1TWwUgqPWKJbfszoFWiZeREmSo94pf3X5EEkGlIRxr3fHc2PgpVoYRTieFbqJpjMkID2jHUokF1X46v3+CzqzSR2Gk7JMGzdXfEykWWo9FYDsFNkO97M3E/7xOYsIrP2UyTgyVZLEoTDgyEZqFgfpMUWL42BJMFLO3IjLEChNjIyvYELzlL6+S5kXZc8ve7WWpep3FkYcTOIVz8KACVbiBOjRsuI/wDK/w5jw5L86787FozTnZzDH8gfP5A+s/kik=</latexit><latexit sha1_base64="xOLprrVVdhBQ5xOziOhxrpKGUjU=">AAAB/3icbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIUJfFblxWsA9ox5JJM21okhmSjFDGLvwVobhQxK2/4c6/MW1noa0Hcjmccy/35gQxZ9q47reTW1vf2NzKbxd2dvf2D4qHR00dJYrQBol4pNoB1pQzSRuGGU7bsaJYBJy2glFt5rceqNIskndmHFNf4IFkISPYWImDC/cwBQIMlK1TWwUgqPWKJbfszoFWiZeREmSo94pf3X5EEkGlIRxr3fHc2PgpVoYRTieFbqJpjMkID2jHUokF1X46v3+CzqzSR2Gk7JMGzdXfEykWWo9FYDsFNkO97M3E/7xOYsIrP2UyTgyVZLEoTDgyEZqFgfpMUWL42BJMFLO3IjLEChNjIyvYELzlL6+S5kXZc8ve7WWpep3FkYcTOIVz8KACVbiBOjRsuI/wDK/w5jw5L86787FozTnZzDH8gfP5A+s/kik=</latexit><latexit sha1_base64="xOLprrVVdhBQ5xOziOhxrpKGUjU=">AAAB/3icbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIUJfFblxWsA9ox5JJM21okhmSjFDGLvwVobhQxK2/4c6/MW1noa0Hcjmccy/35gQxZ9q47reTW1vf2NzKbxd2dvf2D4qHR00dJYrQBol4pNoB1pQzSRuGGU7bsaJYBJy2glFt5rceqNIskndmHFNf4IFkISPYWImDC/cwBQIMlK1TWwUgqPWKJbfszoFWiZeREmSo94pf3X5EEkGlIRxr3fHc2PgpVoYRTieFbqJpjMkID2jHUokF1X46v3+CzqzSR2Gk7JMGzdXfEykWWo9FYDsFNkO97M3E/7xOYsIrP2UyTgyVZLEoTDgyEZqFgfpMUWL42BJMFLO3IjLEChNjIyvYELzlL6+S5kXZc8ve7WWpep3FkYcTOIVz8KACVbiBOjRsuI/wDK/w5jw5L86787FozTnZzDH8gfP5A+s/kik=</latexit><latexit sha1_base64="xOLprrVVdhBQ5xOziOhxrpKGUjU=">AAAB/3icbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIUJfFblxWsA9ox5JJM21okhmSjFDGLvwVobhQxK2/4c6/MW1noa0Hcjmccy/35gQxZ9q47reTW1vf2NzKbxd2dvf2D4qHR00dJYrQBol4pNoB1pQzSRuGGU7bsaJYBJy2glFt5rceqNIskndmHFNf4IFkISPYWImDC/cwBQIMlK1TWwUgqPWKJbfszoFWiZeREmSo94pf3X5EEkGlIRxr3fHc2PgpVoYRTieFbqJpjMkID2jHUokF1X46v3+CzqzSR2Gk7JMGzdXfEykWWo9FYDsFNkO97M3E/7xOYsIrP2UyTgyVZLEoTDgyEZqFgfpMUWL42BJMFLO3IjLEChNjIyvYELzlL6+S5kXZc8ve7WWpep3FkYcTOIVz8KACVbiBOjRsuI/wDK/w5jw5L86787FozTnZzDH8gfP5A+s/kik=</latexit>固体（氷）
液体（水）

水は（1 気圧の環境では）ちょうど 0 度を境に固
体から液体へと、とつぜん変化する
相転移　物理系のパラメターを変化させたとき、 
ある値で系の「マクロな性質」が質的に変化

物質の三態、強磁性相転移、超伝導転移、 
宇宙初期の真空の相転移 …



Democritus 
(B.C. 460-370?) 

相転移はなぜおきるのか？
分子の形は変わらない

0度で水分子の形が変化？

0度で水分子間の力が変化？
力は変わらない

0度になったことを知って他の分子に命令を出す
「司令塔」の分子がいる？

分子はみな同じ単純な構造 
「温度計」を内蔵しているわけではない

https://www.illustkit.com/



相転移はなぜおきるのか？

相転移は、膨大な数の分子が互いに影響しあった結
果、全体として生み出される「協力現象」

分子の個数が少ないと（1個、2個、…） 
相転移は起きない（なだらかな変化）

個々のミクロな要素（この場合は水の分子）が単純 
でも全体としてマクロな非自明な性質が出現する！

本当にそんなことがおきるのか？！
強磁性イジング模型を詳しく！



2次元強磁性イジング模型 
における相転移
•モデルの定義
• ブートストラップ近似
• 厳密な結果



磁石は、スピン（ミクロな磁石）の集まり
強磁性イジング模型の平衡状態

イラスト　いらすとや

N S

強磁性イジング模型
互いに同じ方向を向こうとする傾向を持った無数の
スピンの集まりのモデル
強磁性イジング模型の平衡状態に注目

一定の温度のもとで、マクロな時間変化も 
マクロな流れもない、バランスした状態

磁石のもっとも基本的な理論モデル



モデルの基本的な要素
格子点

スピンは上向き　下向き　 
のいずれかを向いている

スピン間の相互作用のない場合の平衡状態
各々のスピンは確率  で上向きか下向き 1

2
上向きと下向きが打ち消しあい、マクロには
磁石の性質を示さない

正方格子（無限大）

各々の格子点には「スピン」 
（ミクロな磁石）がのっている



ミクロな相互作用
各々のスピンは、まわりの4つのスピン
と同じ向きにそろおうとする

?

 だと全然そろおうとしないA = 1
 どの程度そろおうとするかを決める定数A ≧ 1

 が大きいほどそろおうとするA

この規則をすべてのスピンに適用することで 
定数  に対応する平衡状態が定まるA

<latexit sha1_base64="BojL+b0aWhRV4wzF9AbNm6ETvUQ="></latexit>

P" =
AN"

AN" +AN#

<latexit sha1_base64="2YrkIauRJ3TFI/zINBQZgdQU9rU="></latexit>

P# =
AN#

AN" +AN#

 まわりにある上・下向きスピンの数N↑, N↓
 注目しているスピンが上・下向きの確率P↑, P↓



スピン間の相互作用の例

?
<latexit sha1_base64="8tcfuzBbAVnluL+mx3iU2wOVAIU=">AAACI3icbVDLSgMxFL1TX7W+Rl2KMFgEV2WmFHUjFN24kgr2AW0pmTRtQzPJkGSUMvRf3PRX3LhQihsX/ovpdBBtPZcLh3PuJbnHDxlV2nU/rczK6tr6RnYzt7W9s7tn7x/UlIgkJlUsmJANHynCKCdVTTUjjVASFPiM1P3hzcyvPxKpqOAPehSSdoD6nPYoRtpIwj6GGO6gAxOIIAQE0pSAJxjD1Y/TTRS+4BY7dt4tuAmcZeKlJA8pKh172uoKHAWEa8yQUk3PDXU7RlJTzMg414oUCREeoj5pGspRQFQ7Tm4cO6dG6To9IU1z7STq740YBUqNAt9MBkgP1KI3E//zmpHuXbZjysNIE47nD/Ui5mjhzAJzulQSrNnIEIQlNX918ABJhLWJNWdC8BZPXia1YsE7L5TuS/nydRpHFo7gBM7Agwsowy1UoAoYnuEF3uDdmliv1tT6mI9mrHTnEP7A+voGu8WbHg==</latexit>

N" = N# = 2

?
<latexit sha1_base64="+H6yX43ymAK5auBSgWUD3nxblSo=">AAACA3icbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsxoUTdC0Y0rqWAf0A4lk2ba0EwyJBmlDAU3fopuXCji1p9w59+YPhbaei4XDufcS3JPEHOmjet+O5mFxaXllexqbm19Y3Mrv71T0zJRhFaJ5FI1AqwpZ4JWDTOcNmJFcRRwWg/6lyO/fkeVZlLcmkFM/Qh3BQsZwcZKAlK4hjY8QQIxYFC2JNzDEM7huJ0vuEV3DDRPvCkpwBSVdv6r1ZEkiagwhGOtm54bGz/FyjDC6TDXSjSNMenjLm1aKnBEtZ+ObxiiA6t0UCiVbWHQWP29keJI60EU2MkIm56e9Ubif14zMeGZnzIRJ4YKMnkoTDgyEo0CQR2mKDF8YAkmitm/ItLDChNjY8vZELzZk+dJ7ajonRRLN6VC+WIaRxb2YB8OwYNTKMMVVKAKBB7gGV7hzXl0Xpx352MymnGmO7vwB87nDzQck2c=</latexit>

N" = 3
<latexit sha1_base64="f+qIfuZpbWyuGdprCqOUavzUVBU=">AAACCXicbZDLSgMxFIbP1Futt1GXbgaL4KrMiKgboejGlVSwF2iHksmkbWgmGZKMUoZu3fgc7ty4UMStb+DOtzHTzkJbTwh8/P85JOcPYkaVdt1vq7CwuLS8Ulwtra1vbG7Z2zsNJRKJSR0LJmQrQIowykldU81IK5YERQEjzWB4mfnNOyIVFfxWj2LiR6jPaY9ipI0kbBtSuIYuPEEIAu6BAwJpTsZjOAeva5fdijspZx68HMqQV61rf3VCgZOIcI0ZUqrtubH2UyQ1xYyMS51EkRjhIeqTtkGOIqL8dLLJ2DkwSuj0hDSXa2ei/p5IUaTUKApMZ4T0QM16mfif105078xPKY8TTTiePtRLmKOFk8XihFQSrNnIAMKSmr86eIAkwtqEVzIheLMrz0PjqOKdVI5vjsvVizyOIuzBPhyCB6dQhSuoQR0wPMAzvMKb9Wi9WO/Wx7S1YOUzu/CnrM8flJKUjw==</latexit>

N# = 1

<latexit sha1_base64="Re7H/chgX2gxwGglv3CwJwyfvck="></latexit>

P# =
A2

A2 +A2
=

1

2

<latexit sha1_base64="S78uoTS7TZ+2oNZ1jiD6oci0qOU="></latexit>

P" =
A2

A2 +A2
=

1

2

<latexit sha1_base64="0clSXPGQbUGnTPvvfQyFd2QuaN0="></latexit>

P" =
A3

A3 +A
=

A2

A2 + 1
<latexit sha1_base64="EKa7CkzJ95Gc/QG9knEEhwWDskM="></latexit>

P# =
A

A3 +A
=

1

A2 + 1

<latexit sha1_base64="zfHh9KhHJo6871yZJpyikkyDGQQ=">AAAB/3icbVDLSsNAFL2pr1pfVZduBovgqiRSHxuh6MZlBfuANpTJdNIOnUzCzEQoMQt/RRAXirj1N9z5N07TLLT1wL0czrmXuXO8iDOlbfvbKiwtr6yuFddLG5tb2zvl3b2WCmNJaJOEPJQdDyvKmaBNzTSnnUhSHHictr3x9dRv31OpWCju9CSiboCHgvmMYG0kDpfwDD5IwEAggRqkpp9C2i9X7KqdAS0SJycVyNHol796g5DEARWacKxU17Ej7SZYakY4TUu9WNEIkzEe0q6hAgdUuUl2f4qOjDJAfihNCY0y9fdGggOlJoFnJgOsR2rem4r/ed1Y+xduwkQUayrI7CE/5kiHaBoGGjBJieYTQzCRzNyKyAhLTLSJrGRCcOa/vEhaJ1XnrFq7rVXqV3kcRTiAQzgGB86hDjfQgKaJ9wGe4BXerEfrxXq3PmajBSvf2Yc/sD5/ABjAkk4=</latexit>

=
4

5
<latexit sha1_base64="4iZ5HKQKA9nOXhjddTPZOr0EDKs=">AAAB/3icbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuCozUi8boejGZQV7gXYomTTThmYyQ5IRyjgLX0UQF4q49TXc+Tam01lo64GEn/8/h5x8XsSZ0rb9bRWWlldW14rrpY3Nre2d8u5eS4WxJLRJQh7KjocV5UzQpmaa004kKQ48Ttve+Hqat++pVCwUd3oSUTfAQ8F8RrA2FodLeAYfJGAgkIADqblPIe2XK3bVzgotCicXFcir0S9/9QYhiQMqNOFYqa5jR9pNsNSMcJqWerGiESZjPKRdIwUOqHKTbP8UHRlngPxQmiM0ytzfEwkOlJoEnukMsB6p+Wxq/pd1Y+1fuAkTUaypILOH/JgjHaIpDDRgkhLNJ0ZgIpnZFZERlphog6xkIDjzX14UrZOqc1at3dYq9ascRxEO4BCODc5zqMMNNKBp8D7AE7zCm/VovVjv1sestWDlM/vwp6zPHxQckks=</latexit>

=
1

5

<latexit sha1_base64="6D58a+yFiEIlfjWBnEH0V8akrtM=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ2LXzF+RS1tFoNgFe5CUBshamMZ0ZhAcoS9zV6yZG/v2J0TQshPsLFQxNZfZOe/cZNcoYkPBh7vzTAzL0ikMOi6305uZXVtfSO/Wdja3tndK+4fPJo41Yw3WCxj3Qqo4VIo3kCBkrcSzWkUSN4MhjdTv/nEtRGxesBRwv2I9pUIBaNopfury0q3WHLL7gxkmXgZKUGGerf41enFLI24QiapMW3PTdAfU42CST4pdFLDE8qGtM/blioaceOPZ6dOyIlVeiSMtS2FZKb+nhjTyJhRFNjOiOLALHpT8T+vnWJ44Y+FSlLkis0XhakkGJPp36QnNGcoR5ZQpoW9lbAB1ZShTadgQ/AWX14mj5Wyd1au3lVLtessjjwcwTGcggfnUINbqEMDGPThGV7hzZHOi/PufMxbc042cwh/4Hz+AIifjVE=</latexit>

A = 2

<latexit sha1_base64="BojL+b0aWhRV4wzF9AbNm6ETvUQ="></latexit>

P" =
AN"

AN" +AN#

<latexit sha1_base64="2YrkIauRJ3TFI/zINBQZgdQU9rU="></latexit>

P# =
AN#

AN" +AN#

 まわりにある上・下向きスピンの数N↑, N↓
 注目しているスピンが上・下向きの確率P↑, P↓



定数  と温度A

<latexit sha1_base64="BojL+b0aWhRV4wzF9AbNm6ETvUQ="></latexit>

P" =
AN"

AN" +AN#

<latexit sha1_base64="2YrkIauRJ3TFI/zINBQZgdQU9rU="></latexit>

P# =
AN#

AN" +AN#

 まわりにある上・下向きスピンの数N↑, N↓
 注目しているスピンが上・下向きの確率P↑, P↓

統計力学によれば A = e2J/(kBT)

 交換相互作用定数、  ボルツマン定数 
 絶対温度

J > 0 kB
T

上の規則をすべてのスピンに適用することで絶対
温度  における平衡状態が定まるT

条件付き確率によるカノニカル分布の特徴付け（DLR 条件）

温度が低いほど  が大きいA



平衡状態はどう決まるか？

<latexit sha1_base64="BojL+b0aWhRV4wzF9AbNm6ETvUQ="></latexit>

P" =
AN"

AN" +AN#

<latexit sha1_base64="2YrkIauRJ3TFI/zINBQZgdQU9rU="></latexit>

P# =
AN#

AN" +AN#

 まわりにある上・下向きスピンの数N↑, N↓
 注目しているスピンが上・下向きの確率P↑, P↓

ひとつのスピンのふるまい

まわりの4つのスピンのふるまい

まわりの9個のスピンのふるまい

これではきりがない…



2次元強磁性イジング模型 
における相転移
•モデルの定義
• ブートストラップ近似
• 厳密な結果

「平均場近似」ともいう



ブートストラップ近似
スピンの数を平均値で置き換える  N↑ → N↑, N↓ → N↓

<latexit sha1_base64="THul8HlUseFB492GL2znOEvbVAU="></latexit>

P" =
AN"

AN" +AN#

<latexit sha1_base64="Yank8yvog7in+zyZSjDSIZbC9Vk="></latexit>

P# =
AN#

AN" +AN#

<latexit sha1_base64="8FCvYkDJhLTywuWBlySID6erHn0="></latexit>

m = P" � P# =
AN" �AN#

AN" +AN#
=

AN"�N# � 1

AN"�N# + 1

確率の差に注目

<latexit sha1_base64="ULwyYuR71hQUbTYggAgFgxux6fo=">AAACL3icbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsxIUTdC0Y0rqWAf0A4lk2ba0EwyJJlKGfo57tz4K92IKOLWvzB9LLT1QOBwzrnc3BPEnGnjum9OZmV1bX0ju5nb2t7Z3cvvH9S0TBShVSK5VI0Aa8qZoFXDDKeNWFEcBZzWg/7NxK8PqNJMigczjKkf4a5gISPYWEnmC/AEEgZAQQEHBsKyFO5gBG3rJBADto6ymUe4ghJUrJ4uOaN2vuAW3SnQMvHmpABzVNr5casjSRJRYQjHWjc9NzZ+ipVhhNNRrpVoGmPSx13atFTgiGo/nd47QidW6aBQKvuEQVP190SKI62HUWCTETY9vehNxP+8ZmLCSz9lIk4MFWS2KEw4MhJNykMdpigxfGgJJorZvyLSwwoTYyvO2RK8xZOXSe2s6J0XS/elQvl6XkcWjuAYTsGDCyjDrS25CgSeYQzv8OG8OK/Op/M1i2ac+cwh/IHz/QOjxp6N</latexit>

N" = 4P"
<latexit sha1_base64="pkuGjmEORhKn+kWMw5pOCAMHFlU=">AAACN3icbZDLSgMxFIbP1Futt1GXbgaL6KrMSFE3QtGNK6lgL9AOJZOmbWgmGZJMpQx9HN/Aja/hTjcuFHHrG5hOu9C2BwI//3cOJ+cPIkaVdt1XK7O0vLK6ll3PbWxube/Yu3tVJWKJSQULJmQ9QIowyklFU81IPZIEhQEjtaB/Pea1AZGKCn6vhxHxQ9TltEMx0sYS9jE8goABEJDAgAI3KoFbGEHLkLZhD8ZDhspUX0IRyoYlC+moZefdgpuWMy+8qcjDtMot+6XZFjgOCdeYIaUanhtpP0FSU8zIKNeMFYkQ7qMuaRjJUUiUn6R3j5wj47SdjpDmce2k7t+JBIVKDcPAdIZI99QsG5uLWCPWnQs/oTyKNeF4sqgTM0cLZxyi06aSYM2GRiAsqfmrg3tIIqxN1DkTgjd78ryonha8s0LxrpgvXU3jyMIBHMIJeHAOJbgxQVcAwxO8wQd8Ws/Wu/VlfU9aM9Z0Zh/+lfXzC8TkoH8=</latexit>

N# = 4P#
<latexit sha1_base64="W2hYX+sMr0LCZv5lhp6FmcU+FrM="></latexit>

N" �N# = 4(P" � P#) = 4m

まわりの4つのスピンが上下を向く確率も P↑, P↓

ブートストラップ方程式（自己整合方程式）

 を決める方程式！m
<latexit sha1_base64="cawh0CqbNwgKXNfiL1bv7A9qDEM=">AAACH3icbZBNS8NAEIYnftb6FfXYS7AIglgSKepFqHrxWMF+QBvLZrtpl+4mYXcjlNB/4sWDf8SLB0XEW/+NmzYH2zqww8szM8zO60WMSmXbY2NpeWV1bT23kd/c2t7ZNff26zKMBSY1HLJQND0kCaMBqSmqGGlGgiDuMdLwBrdpvfFEhKRh8KCGEXE56gXUpxgpjUKzAByu4BV8EIAAQwLX8KhzWfMRnIKj8yw7SVnHLNolexLWonAyUYQsqh3zp90NccxJoDBDUrYcO1JugoSimJFRvh1LEiE8QD3S0jJAnEg3mdw3so406Vp+KPQLlDWhfycSxKUcck93cqT6cr6Wwv9qrVj5l25CgyhWJMDTRX7MLBVaqVlWlwqCFRtqgbCg+q8W7iOBsNKW5rUJzvzJi6J+VnLOS+X7crFyk9mRgwIcwrE28gIqcAdVqGnrn+ENPuDTeDHejS/je9q6ZGQzBzATxvgXi0uYyg==</latexit>

m =
A4m � 1

A4m + 1

Figures from wikipedia “bootstrap”

?



ブートストラップ近似
スピンの数を平均値で置き換える  N↑ → N↑, N↓ → N↓

<latexit sha1_base64="THul8HlUseFB492GL2znOEvbVAU="></latexit>

P" =
AN"

AN" +AN#

<latexit sha1_base64="Yank8yvog7in+zyZSjDSIZbC9Vk="></latexit>

P# =
AN#

AN" +AN#

<latexit sha1_base64="8FCvYkDJhLTywuWBlySID6erHn0="></latexit>

m = P" � P# =
AN" �AN#

AN" +AN#
=

AN"�N# � 1

AN"�N# + 1

確率の差に注目

<latexit sha1_base64="ULwyYuR71hQUbTYggAgFgxux6fo=">AAACL3icbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsxIUTdC0Y0rqWAf0A4lk2ba0EwyJJlKGfo57tz4K92IKOLWvzB9LLT1QOBwzrnc3BPEnGnjum9OZmV1bX0ju5nb2t7Z3cvvH9S0TBShVSK5VI0Aa8qZoFXDDKeNWFEcBZzWg/7NxK8PqNJMigczjKkf4a5gISPYWEnmC/AEEgZAQQEHBsKyFO5gBG3rJBADto6ymUe4ghJUrJ4uOaN2vuAW3SnQMvHmpABzVNr5casjSRJRYQjHWjc9NzZ+ipVhhNNRrpVoGmPSx13atFTgiGo/nd47QidW6aBQKvuEQVP190SKI62HUWCTETY9vehNxP+8ZmLCSz9lIk4MFWS2KEw4MhJNykMdpigxfGgJJorZvyLSwwoTYyvO2RK8xZOXSe2s6J0XS/elQvl6XkcWjuAYTsGDCyjDrS25CgSeYQzv8OG8OK/Op/M1i2ac+cwh/IHz/QOjxp6N</latexit>

N" = 4P"
<latexit sha1_base64="pkuGjmEORhKn+kWMw5pOCAMHFlU=">AAACN3icbZDLSgMxFIbP1Futt1GXbgaL6KrMSFE3QtGNK6lgL9AOJZOmbWgmGZJMpQx9HN/Aja/hTjcuFHHrG5hOu9C2BwI//3cOJ+cPIkaVdt1XK7O0vLK6ll3PbWxube/Yu3tVJWKJSQULJmQ9QIowyklFU81IPZIEhQEjtaB/Pea1AZGKCn6vhxHxQ9TltEMx0sYS9jE8goABEJDAgAI3KoFbGEHLkLZhD8ZDhspUX0IRyoYlC+moZefdgpuWMy+8qcjDtMot+6XZFjgOCdeYIaUanhtpP0FSU8zIKNeMFYkQ7qMuaRjJUUiUn6R3j5wj47SdjpDmce2k7t+JBIVKDcPAdIZI99QsG5uLWCPWnQs/oTyKNeF4sqgTM0cLZxyi06aSYM2GRiAsqfmrg3tIIqxN1DkTgjd78ryonha8s0LxrpgvXU3jyMIBHMIJeHAOJbgxQVcAwxO8wQd8Ws/Wu/VlfU9aM9Z0Zh/+lfXzC8TkoH8=</latexit>

N# = 4P#
<latexit sha1_base64="W2hYX+sMr0LCZv5lhp6FmcU+FrM="></latexit>

N" �N# = 4(P" � P#) = 4m

まわりの4つのスピンが上下を向く確率も P↑, P↓

ブートストラップ方程式（自己整合方程式）

 を決める方程式！m
<latexit sha1_base64="cawh0CqbNwgKXNfiL1bv7A9qDEM=">AAACH3icbZBNS8NAEIYnftb6FfXYS7AIglgSKepFqHrxWMF+QBvLZrtpl+4mYXcjlNB/4sWDf8SLB0XEW/+NmzYH2zqww8szM8zO60WMSmXbY2NpeWV1bT23kd/c2t7ZNff26zKMBSY1HLJQND0kCaMBqSmqGGlGgiDuMdLwBrdpvfFEhKRh8KCGEXE56gXUpxgpjUKzAByu4BV8EIAAQwLX8KhzWfMRnIKj8yw7SVnHLNolexLWonAyUYQsqh3zp90NccxJoDBDUrYcO1JugoSimJFRvh1LEiE8QD3S0jJAnEg3mdw3so406Vp+KPQLlDWhfycSxKUcck93cqT6cr6Wwv9qrVj5l25CgyhWJMDTRX7MLBVaqVlWlwqCFRtqgbCg+q8W7iOBsNKW5rUJzvzJi6J+VnLOS+X7crFyk9mRgwIcwrE28gIqcAdVqGnrn+ENPuDTeDHejS/je9q6ZGQzBzATxvgXi0uYyg==</latexit>

m =
A4m � 1

A4m + 1

Figures from wikipedia “bootstrap”

?

bootstrap
自分で自分を引っ張り上げる



ブートストラップ近似
スピンの数を平均値で置き換える  N↑ → N↑, N↓ → N↓

<latexit sha1_base64="THul8HlUseFB492GL2znOEvbVAU="></latexit>

P" =
AN"

AN" +AN#

<latexit sha1_base64="Yank8yvog7in+zyZSjDSIZbC9Vk="></latexit>

P# =
AN#

AN" +AN#

<latexit sha1_base64="8FCvYkDJhLTywuWBlySID6erHn0="></latexit>

m = P" � P# =
AN" �AN#

AN" +AN#
=

AN"�N# � 1

AN"�N# + 1

確率の差に注目

<latexit sha1_base64="ULwyYuR71hQUbTYggAgFgxux6fo=">AAACL3icbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsxIUTdC0Y0rqWAf0A4lk2ba0EwyJJlKGfo57tz4K92IKOLWvzB9LLT1QOBwzrnc3BPEnGnjum9OZmV1bX0ju5nb2t7Z3cvvH9S0TBShVSK5VI0Aa8qZoFXDDKeNWFEcBZzWg/7NxK8PqNJMigczjKkf4a5gISPYWEnmC/AEEgZAQQEHBsKyFO5gBG3rJBADto6ymUe4ghJUrJ4uOaN2vuAW3SnQMvHmpABzVNr5casjSRJRYQjHWjc9NzZ+ipVhhNNRrpVoGmPSx13atFTgiGo/nd47QidW6aBQKvuEQVP190SKI62HUWCTETY9vehNxP+8ZmLCSz9lIk4MFWS2KEw4MhJNykMdpigxfGgJJorZvyLSwwoTYyvO2RK8xZOXSe2s6J0XS/elQvl6XkcWjuAYTsGDCyjDrS25CgSeYQzv8OG8OK/Op/M1i2ac+cwh/IHz/QOjxp6N</latexit>

N" = 4P"
<latexit sha1_base64="pkuGjmEORhKn+kWMw5pOCAMHFlU=">AAACN3icbZDLSgMxFIbP1Futt1GXbgaL6KrMSFE3QtGNK6lgL9AOJZOmbWgmGZJMpQx9HN/Aja/hTjcuFHHrG5hOu9C2BwI//3cOJ+cPIkaVdt1XK7O0vLK6ll3PbWxube/Yu3tVJWKJSQULJmQ9QIowyklFU81IPZIEhQEjtaB/Pea1AZGKCn6vhxHxQ9TltEMx0sYS9jE8goABEJDAgAI3KoFbGEHLkLZhD8ZDhspUX0IRyoYlC+moZefdgpuWMy+8qcjDtMot+6XZFjgOCdeYIaUanhtpP0FSU8zIKNeMFYkQ7qMuaRjJUUiUn6R3j5wj47SdjpDmce2k7t+JBIVKDcPAdIZI99QsG5uLWCPWnQs/oTyKNeF4sqgTM0cLZxyi06aSYM2GRiAsqfmrg3tIIqxN1DkTgjd78ryonha8s0LxrpgvXU3jyMIBHMIJeHAOJbgxQVcAwxO8wQd8Ws/Wu/VlfU9aM9Z0Zh/+lfXzC8TkoH8=</latexit>

N# = 4P#
<latexit sha1_base64="W2hYX+sMr0LCZv5lhp6FmcU+FrM="></latexit>

N" �N# = 4(P" � P#) = 4m

まわりの4つのスピンが上下を向く確率も P↑, P↓

ブートストラップ方程式（自己整合方程式）

 を決める方程式！m
<latexit sha1_base64="cawh0CqbNwgKXNfiL1bv7A9qDEM=">AAACH3icbZBNS8NAEIYnftb6FfXYS7AIglgSKepFqHrxWMF+QBvLZrtpl+4mYXcjlNB/4sWDf8SLB0XEW/+NmzYH2zqww8szM8zO60WMSmXbY2NpeWV1bT23kd/c2t7ZNff26zKMBSY1HLJQND0kCaMBqSmqGGlGgiDuMdLwBrdpvfFEhKRh8KCGEXE56gXUpxgpjUKzAByu4BV8EIAAQwLX8KhzWfMRnIKj8yw7SVnHLNolexLWonAyUYQsqh3zp90NccxJoDBDUrYcO1JugoSimJFRvh1LEiE8QD3S0jJAnEg3mdw3so406Vp+KPQLlDWhfycSxKUcck93cqT6cr6Wwv9qrVj5l25CgyhWJMDTRX7MLBVaqVlWlwqCFRtqgbCg+q8W7iOBsNKW5rUJzvzJi6J+VnLOS+X7crFyk9mRgwIcwrE28gIqcAdVqGnrn+ENPuDTeDHejS/je9q6ZGQzBzATxvgXi0uYyg==</latexit>

m =
A4m � 1

A4m + 1

Figures from wikipedia “bootstrap”

?

bootstrap
自分で自分を引っ張り上げる『ほらふき男爵の冒険』（18世紀の児

童文学）



<latexit sha1_base64="Lp5QLkS1SyqT/2adk+tvsh1Whuc=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyWRoj0WvHisYm2hDWWznbRLN5uwuxFK6D/w4kERr/4jb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjRx2nimGLxSJWnYBqFFxiy3AjsJMopFEgsB2Mb2Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZK9xdev1xxq+4cZJV4OalAjma//NUbxCyNUBomqNZdz02Mn1FlOBM4LfVSjQllYzrErqWSRqj9bH7plJxZZUDCWNmShszV3xMZjbSeRIHtjKgZ6WVvJv7ndVMT1v2MyyQ1KNliUZgKYmIye5sMuEJmxMQSyhS3txI2oooyY8Mp2RC85ZdXyeNl1buq1u5qlUY9j6MIJ3AK5+DBNTTgFprQAgYhPMMrvDlj58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwDjzozr</latexit>�1

<latexit sha1_base64="Lp5QLkS1SyqT/2adk+tvsh1Whuc=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyWRoj0WvHisYm2hDWWznbRLN5uwuxFK6D/w4kERr/4jb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjRx2nimGLxSJWnYBqFFxiy3AjsJMopFEgsB2Mb2Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZK9xdev1xxq+4cZJV4OalAjma//NUbxCyNUBomqNZdz02Mn1FlOBM4LfVSjQllYzrErqWSRqj9bH7plJxZZUDCWNmShszV3xMZjbSeRIHtjKgZ6WVvJv7ndVMT1v2MyyQ1KNliUZgKYmIye5sMuEJmxMQSyhS3txI2oooyY8Mp2RC85ZdXyeNl1buq1u5qlUY9j6MIJ3AK5+DBNTTgFprQAgYhPMMrvDlj58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwDjzozr</latexit>�1

<latexit sha1_base64="r6olBFY4nIrDJ2gU4SV9goCWpBM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEtMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1Fip6Q3KFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNWHNz7hMUoOSLReFqSAmJvOvyZArZEZMLaFMcXsrYWOqKDM2m5INwVt9eZ20r6reTfW6eV2p1/I4inAG53AJHtxCHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kDeomMtA==</latexit>

1

<latexit sha1_base64="r6olBFY4nIrDJ2gU4SV9goCWpBM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEtMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1Fip6Q3KFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNWHNz7hMUoOSLReFqSAmJvOvyZArZEZMLaFMcXsrYWOqKDM2m5INwVt9eZ20r6reTfW6eV2p1/I4inAG53AJHtxCHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kDeomMtA==</latexit>

1

<latexit sha1_base64="+uQyNRflh6ZfpBt0Osl+e4sjuBk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOl5qRfrrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJ+6LqXVZrzVqlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f6quNBg==</latexit>y

<latexit sha1_base64="p3S6vtT5I9zvgrgQiKUBevrqAhI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48t2FpoQ9lsJ+3a3STsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgkfYMtwI7CQKqQwEPgTj25n/8IRK8zi6N5MEfUmHEQ85o8ZKTdkvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyVGhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFraUQlaj+bHzolZ1YZkDBWtiJD5urviYxKrScysJ2SmpFe9mbif143NeG1n/EoSQ1GbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukfVH1Lqu1Zq1Sv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucP2HuM+g==</latexit>m

<latexit sha1_base64="AFlcQvqqhftWGEu+NasM3bX0wMQ=">AAACGXicbVDLSgMxFL3js9bXqBvBTbAIrsqMFHVZdeOygn1AO5RMmrahmWRMMkIZ+htuXPsXblwo4lJX/o1pOwttPSFw7jn3ktwTxpxp43nfzsLi0vLKam4tv76xubXt7uzWtEwUoVUiuVSNEGvKmaBVwwynjVhRHIWc1sPB1div31OlmRS3ZhjTIMI9wbqMYGMl6e6DD0/AgcKdPQguZqo2pFZRENkqBA2jtlvwit4EaJ74GS lAhkrb/Wx1JEkiKgzhWOum78UmSLEyjHA6yrcSTWNMBrhHm5YKHFEdpJPNRujIKh3UlcpeYdBE/T2R4kjrYRTazgibvp71xuJ/XjMx3fMgZSJODBVk+lA34chINI4JdZiixPChJZgoZv+KSB8rTIwNM29D8GdXnie1k6J/WizdlArlyyyOHBzAIRzb0M+gDNdQgSoQeIBneIU359F5cd6dj2nrgpPN7MEfOF8/m0uX/w==</latexit>

1 5 A 5 Abs

<latexit sha1_base64="Lp5QLkS1SyqT/2adk+tvsh1Whuc=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyWRoj0WvHisYm2hDWWznbRLN5uwuxFK6D/w4kERr/4jb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjRx2nimGLxSJWnYBqFFxiy3AjsJMopFEgsB2Mb2Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZK9xdev1xxq+4cZJV4OalAjma//NUbxCyNUBomqNZdz02Mn1FlOBM4LfVSjQllYzrErqWSRqj9bH7plJxZZUDCWNmShszV3xMZjbSeRIHtjKgZ6WVvJv7ndVMT1v2MyyQ1KNliUZgKYmIye5sMuEJmxMQSyhS3txI2oooyY8Mp2RC85ZdXyeNl1buq1u5qlUY9j6MIJ3AK5+DBNTTgFprQAgYhPMMrvDlj58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwDjzozr</latexit>�1

<latexit sha1_base64="Lp5QLkS1SyqT/2adk+tvsh1Whuc=">AAAB6XicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBiyWRoj0WvHisYm2hDWWznbRLN5uwuxFK6D/w4kERr/4jb/4bt20O2vpg4PHeDDPzgkRwbVz32ymsrW9sbhW3Szu7e/sH5cOjRx2nimGLxSJWnYBqFFxiy3AjsJMopFEgsB2Mb2Z++wmV5rF8MJME/YgOJQ85o8ZK9xdev1xxq+4cZJV4OalAjma//NUbxCyNUBomqNZdz02Mn1FlOBM4LfVSjQllYzrErqWSRqj9bH7plJxZZUDCWNmShszV3xMZjbSeRIHtjKgZ6WVvJv7ndVMT1v2MyyQ1KNliUZgKYmIye5sMuEJmxMQSyhS3txI2oooyY8Mp2RC85ZdXyeNl1buq1u5qlUY9j6MIJ3AK5+DBNTTgFprQAgYhPMMrvDlj58V5dz4WrQUnnzmGP3A+fwDjzozr</latexit>�1

<latexit sha1_base64="r6olBFY4nIrDJ2gU4SV9goCWpBM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEtMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1Fip6Q3KFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNWHNz7hMUoOSLReFqSAmJvOvyZArZEZMLaFMcXsrYWOqKDM2m5INwVt9eZ20r6reTfW6eV2p1/I4inAG53AJHtxCHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kDeomMtA==</latexit>

1

<latexit sha1_base64="r6olBFY4nIrDJ2gU4SV9goCWpBM=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0lEtMeCF48t2A9oQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgobm1vbO8Xd0t7+weFR+fikreNUMWyxWMSqG1CNgktsGW4EdhOFNAoEdoLJ3dzvPKHSPJYPZpqgH9GR5CFn1Fip6Q3KFbfqLkDWiZeTCuRoDMpf/WHM0gilYYJq3fPcxPgZVYYzgbNSP9WYUDahI+xZKmmE2s8Wh87IhVWGJIyVLWnIQv09kdFI62kU2M6ImrFe9ebif14vNWHNz7hMUoOSLReFqSAmJvOvyZArZEZMLaFMcXsrYWOqKDM2m5INwVt9eZ20r6reTfW6eV2p1/I4inAG53AJHtxCHe6hAS1ggPAMr/DmPDovzrvzsWwtOPnMKfyB8/kDeomMtA==</latexit>

1

<latexit sha1_base64="+uQyNRflh6ZfpBt0Osl+e4sjuBk=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48t2FpoQ9lsJ+3azSbsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgktsGW4EdhKFNAoEPgTj25n/8IRK81jem0mCfkSHkoecUWOl5qRfrrhVdw6ySrycVCBHo1/+6g1ilkYoDRNU667nJsbPqDKcCZyWeqnGhLIxHWLXUkkj1H42P3RKzqwyIGGsbElD5urviYxGWk+iwHZG1Iz0sjcT//O6qQmv/YzLJDUo2WJRmApiYjL7mgy4QmbExBLKFLe3EjaiijJjsynZELzll1dJ+6LqXVZrzVqlfpPHUYQTOIVz8OAK6nAHDWgBA4RneIU359F5cd6dj0VrwclnjuEPnM8f6quNBg==</latexit>y

<latexit sha1_base64="p3S6vtT5I9zvgrgQiKUBevrqAhI=">AAAB6HicbVBNS8NAEJ3Ur1q/qh69LBbBU0mkqMeiF48t2FpoQ9lsJ+3a3STsboQS+gu8eFDEqz/Jm//GbZuDtj4YeLw3w8y8IBFcG9f9dgpr6xubW8Xt0s7u3v5B+fCoreNUMWyxWMSqE1CNgkfYMtwI7CQKqQwEPgTj25n/8IRK8zi6N5MEfUmHEQ85o8ZKTdkvV9yqOwdZJV5OKpCj0S9/9QYxSyVGhgmqdddzE+NnVBnOBE5LvVRjQtmYDrFraUQlaj+bHzolZ1YZkDBWtiJD5urviYxKrScysJ2SmpFe9mbif143NeG1n/EoSQ1GbLEoTAUxMZl9TQZcITNiYgllittbCRtRRZmx2ZRsCN7yy6ukfVH1Lqu1Zq1Sv8njKMIJnMI5eHAFdbiDBrSAAcIzvMKb8+i8OO/Ox6K14OQzx/AHzucP2HuM+g==</latexit>m

<latexit sha1_base64="vKQj04ZwkRITOWPGeyIXF9tsazw=">AAACAXicbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuCozIurCRasblxXsBdqhZNJMG5pkhiQjlKFufBVduFDErW/hzrcxbWehrT8EPv5zDifnD2LOtHHdbye3tLyyupZfL2xsbm3vFHf3GjpKFKF1EvFItQKsKWeS1g0znLZiRbEIOG0Gw+tJvXlPlWaRvDOjmPoC9yULGcHGWgKq0IUUnkGBAAQBaBjDpaVqt1hyy+5UaBG8DEqQqdYtfnV6EUkElYZwrHXbc2Pjp1gZRjgdFzqJpjEmQ9ynbYsSC6r9dHrBGB1Zp4fCSNknDZq6vydSLLQeicB2CmwGer42Mf+rtRMTXvgpk3FiqCSzRWHCkYnQJA7UY4oSw0cWMFHM/hWRAVaYGBtawYbgzZ+8CI2TsndWPr09LVWusjjycACHcAwenEMFbqAGdSDwAE/wCm/Oo/PivDsfs9ack83swx85nz8qspI4</latexit>

Abs < A

ブートストラップ方程式の解
 を決める方程式！m<latexit sha1_base64="cawh0CqbNwgKXNfiL1bv7A9qDEM=">AAACH3icbZBNS8NAEIYnftb6FfXYS7AIglgSKepFqHrxWMF+QBvLZrtpl+4mYXcjlNB/4sWDf8SLB0XEW/+NmzYH2zqww8szM8zO60WMSmXbY2NpeWV1bT23kd/c2t7ZNff26zKMBSY1HLJQND0kCaMBqSmqGGlGgiDuMdLwBrdpvfFEhKRh8KCGEXE56gXUpxgpjUKzAByu4BV8EIAAQwLX8KhzWfMRnIKj8yw7SVnHLNolexLWonAyUYQsqh3zp90NccxJoDBDUrYcO1JugoSimJFRvh1LEiE8QD3S0jJAnEg3mdw3so406Vp+KPQLlDWhfycSxKUcck93cqT6cr6Wwv9qrVj5l25CgyhWJMDTRX7MLBVaqVlWlwqCFRtqgbCg+q8W7iOBsNKW5rUJzvzJi6J+VnLOS+X7crFyk9mRgwIcwrE28gIqcAdVqGnrn+ENPuDTeDHejS/je9q6ZGQzBzATxvgXi0uYyg==</latexit>

m =
A4m � 1

A4m + 1  は温度で決まる定数A ≧ 1

 と  のグラフの交点が解y = m y = A4m − 1
A4m + 1 <latexit sha1_base64="ZpYCDEaew6CK1sPdgEm8HeogN30="></latexit>

Abs =
p
e ; 1.649

解は  のみm = 0 解は  の3つm = 0, ± mbs(A)

<latexit sha1_base64="jGIjQZIYy4+cYNFZXi2M/TffMQ8=">AAACAXicbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8Ei6KbMSNEuK25cVrAXaIeSSTNtaJIZkoxQhrrxVXThQhG3voU738a0nYW2/hD4+M85nJw/iDnTxnW/ndzK6tr6Rn6zsLW9s7tX3D9o6ihRhDZIxCPVDrCmnEnaMMxw2o4VxSLgtBWMrqf11j1VmkXyzoxj6gs8kCxkBBtrCRDQgxSeQVlCEICGCZzCFZz1iiW37M6ElsHLoASZ6r3iV7cfkURQaQjHWnc8NzZ+ipVhhNNJoZtoGmMywgPasSixoNpPZxdM0Il1+iiMlH3SoJn7eyLFQuuxCGynwGaoF2tT879aJzFh1U+ZjBNDJZkvChOOTISmcaA+U5QYPraAiWL2r4gMscLE2NAKNgRv8eRlaJ6XvYty5bZSqlWzOPJwBMc2SA8uoQY3UIcGEHiAJ3iFN+fReXHenY95a87JZg7hj5zPH13Gkk8=</latexit>

mbs(A)

<latexit sha1_base64="W1ZyyoDbQeR9H/qsJkP/cmHzhi0=">AAACA3icbZDLSgMxFIbPeK31VnXpJlgEXVhmpGiXFTcuK9gLtEPJpJk2NMkMSUYoQ8GNj6IbF4q49SXc+Tam7Sy09YfAx3/O4eT8QcyZNq777Swtr6yurec28ptb2zu7hb39ho4SRWidRDxSrQBrypmkdcMMp61YUSwCTpvB8HpSb95TpVkk78wopr7AfclCRrCxloQzENCFFJ5AWUIQgIYxnMAVnHYLRbfkToUWwcugCJlq3cJXpxeRRFBpCMdatz03Nn6KlWGE03G+k2gaYzLEfdq2KLGg2k+nN4zRsXV6KIyUfdKgqft7IsVC65EIbKfAZqDnaxPzv1o7MWHFT5mME0MlmS0KE45MhCaBoB5TlBg+soCJYvaviAywwsTY2PI2BG/+5EVonJe8i1L5tlysVrI4cnAIRzZIDy6hCjdQgzoQeIBneIU359F5cd6dj1nrkpPNHMAfOZ8/7yCSjw==</latexit>

�mbs(A)



ブートストラップ近似の結論
<latexit sha1_base64="AFlcQvqqhftWGEu+NasM3bX0wMQ=">AAACGXicbVDLSgMxFL3js9bXqBvBTbAIrsqMFHVZdeOygn1AO5RMmrahmWRMMkIZ+htuXPsXblwo4lJX/o1pOwttPSFw7jn3ktwTxpxp43nfzsLi0vLKam4tv76xubXt7uzWtEwUoVUiuVSNEGvKmaBVwwynjVhRHIWc1sPB1div31OlmRS3ZhjTIMI9wbqMYGMl6e6DD0/AgcKdPQguZqo2pFZRENkqBA2jtlvwit4EaJ74GS lAhkrb/Wx1JEkiKgzhWOum78UmSLEyjHA6yrcSTWNMBrhHm5YKHFEdpJPNRujIKh3UlcpeYdBE/T2R4kjrYRTazgibvp71xuJ/XjMx3fMgZSJODBVk+lA34chINI4JdZiixPChJZgoZv+KSB8rTIwNM29D8GdXnie1k6J/WizdlArlyyyOHBzAIRzb0M+gDNdQgSoQeIBneIU359F5cd6dj2nrgpPN7MEfOF8/m0uX/w==</latexit>

1 5 A 5 Abs解は  のみm = 0

<latexit sha1_base64="vKQj04ZwkRITOWPGeyIXF9tsazw=">AAACAXicbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuCozIurCRasblxXsBdqhZNJMG5pkhiQjlKFufBVduFDErW/hzrcxbWehrT8EPv5zDifnD2LOtHHdbye3tLyyupZfL2xsbm3vFHf3GjpKFKF1EvFItQKsKWeS1g0znLZiRbEIOG0Gw+tJvXlPlWaRvDOjmPoC9yULGcHGWgKq0IUUnkGBAAQBaBjDpaVqt1hyy+5UaBG8DEqQqdYtfn V6EUkElYZwrHXbc2Pjp1gZRjgdFzqJpjEmQ9ynbYsSC6r9dHrBGB1Zp4fCSNknDZq6vydSLLQeicB2CmwGer42Mf+rtRMTXvgpk3FiqCSzRWHCkYnQJA7UY4oSw0cWMFHM/hWRAVaYGBtawYbgzZ+8CI2TsndWPr09LVWusjjycACHcAwenEMFbqAGdSDwAE/wCm/Oo/PivDsfs9ack83swx85nz8qspI4</latexit>

Abs < A 物理的な解は  の2つm = ± mbs(A)

<latexit sha1_base64="nRh2I36eGfy93gs5BYRS6Ycl2vY=">AAACI3icbVDLSgMxFL1TX7W+Rl2KMFgEN5YZKepGKLpxWcE+oC0lk6ZtaCYZkoxShv6Lm/6KGxdKcePCfzGdDlJbz+XC4Zx7Se7xQ0aVdt0vK7Oyura+kd3MbW3v7O7Z+wdVJSKJSQULJmTdR4owyklFU81IPZQEBT4jNX9wN/VrT0QqKvijHoakFaAep12KkTaSsI8hgBsoQxtiGEMEISCQpgQ8wwjOf51OovB5t23n3YKbwFkmXkrykKLctifNjsBRQLjGDCnV8NxQt2IkNcWMjHLNSJEQ4QHqkYahHAVEteLkxpFzapSO0xXSNNdOos5vxChQahj4ZjJAuq8Wvan4n9eIdPe6FVMeRppwPHuoGzFHC2camNOhkmDNhoYgLKn5q4P7SCKsTaw5E4K3ePIyqV4UvMtC8aGYL92mcWThCE7gDDy4ghLcm6ArgOEFXuEdPqyx9WZNrM/ZaMZKdw7hD6zvH/Xlm00=</latexit>

m = P" � P#
<latexit sha1_base64="B4u368fL2kVsx4+oDDoDhtrg0lY="></latexit>

P" = P# = 1
2 上向きと下向きが打ち消しあい、 
マクロには磁石の性質を示さない

<latexit sha1_base64="rNT8YIqzuGSQtJ0oxZI9ZAzT9Co="></latexit>

P" = 1
2{1�mbs(A)} < 1

2

<latexit sha1_base64="6KTykrsUPyLHA/2zFZQ47IVaar8="></latexit>

P# = 1
2{1 +mbs(A)} > 1

2

マクロには下向きの磁石になる！

<latexit sha1_base64="GXl48ooBCEVAi6X/+WO4K631NYk=">AAACCXicbZDLSgMxFIbP1Futt1GXboJF0IVlRoq6EapuXFawF2iHkkkzbWgyMyQZoQzduvE53LlxoYhb38Cdb2PazkJbDyR8/P85JOf3Y86UdpxvK7ewuLS8kl8trK1vbG7Z2zt1FSWS0BqJeCSbPlaUs5DWNNOcNmNJsfA5bfiD67HfuKdSsSi808OYegL3QhYwgrWRItsGARdwbO4OpPAE0hACHxSM4BAu4ahjF52SMyk0D24GRciq2rG/2t2IJIKGmnCsVMt1Yu2lWGpGOB0V2omiMSYD3KMtgyEWVHnpZJMROjBKFwWRNCfUaKL+nkixUGoofNMpsO6rWW8s/ue1Eh2ceykL40TTkEwfChKOdITGsaAuk5RoPjSAiWTmr4j0scREm/AKJgR3duV5qJ+U3NNS+bZcrFxlceRhD/ZNkC6cQQVuoAo1IPAAz/AKb9aj9WK9Wx/T1pyVzezCn7I+fwASgZOa</latexit>

m = �mbs(A)

<latexit sha1_base64="qYg3QQToa0cCIKkV9GIs/Tj9tU0="></latexit>

P" = 1
2{1 +mbs(A)} > 1

2

<latexit sha1_base64="mCTvvebA0ZC+oBAwaKwVoxF0SY0="></latexit>

P# = 1
2{1�mbs(A)} < 1

2

マクロには上向きの磁石になる！

<latexit sha1_base64="PMcRULi0kpYCJbN2nJWkfgeXt4E=">AAACB3icbZC7SgNBFIbPxluMl6xa2gwGQZuwK0FthKiNZQRzgWQJs5PZZMjs7DIzK4QlnY0PYmNjoYitr2Dn2zhJttDEHw58/OccZs7vx5wp7TjfVm5peWV1Lb9e2Njc2i7aO7sNFSWS0DqJeCRbPlaUM0HrmmlOW7GkOPQ5bfrD60m/eU+lYpG406OYeiHuCxYwgrWxIrsIIVyY6kIKTyANIfBBwRiO4BKOu3bJKTtToUVwMyhBplrX/ur0IpKEVGjCsVJt14m1l2KpGeF0XOgkisaYDHGftg0KHFLlpdM7xujQOD0URNKU0Gjq/t5IcajUKPTNZIj1QM33JuZ/vXaig3MvZSJONBVk9lCQcKQjNAkF9ZikRPORAUwkM39FZIAlJtpEVzAhuPMnL0LjpOyeliu3lVL1KosjD/twYIJ04QyqcAM1qAOBB3iGV3izHq0X6936mI3mrGxnD/7I+vwBf36TWg==</latexit>

m = mbs(A)

 で相転移がおきる！？Abs = e ≒ 1.649
Figures from wikipedia “bootstrap”



ブートストラップ近似の結論
<latexit sha1_base64="AFlcQvqqhftWGEu+NasM3bX0wMQ=">AAACGXicbVDLSgMxFL3js9bXqBvBTbAIrsqMFHVZdeOygn1AO5RMmrahmWRMMkIZ+htuXPsXblwo4lJX/o1pOwttPSFw7jn3ktwTxpxp43nfzsLi0vLKam4tv76xubXt7uzWtEwUoVUiuVSNEGvKmaBVwwynjVhRHIWc1sPB1div31OlmRS3ZhjTIMI9wbqMYGMl6e6DD0/AgcKdPQguZqo2pFZRENkqBA2jtlvwit4EaJ74GS lAhkrb/Wx1JEkiKgzhWOum78UmSLEyjHA6yrcSTWNMBrhHm5YKHFEdpJPNRujIKh3UlcpeYdBE/T2R4kjrYRTazgibvp71xuJ/XjMx3fMgZSJODBVk+lA34chINI4JdZiixPChJZgoZv+KSB8rTIwNM29D8GdXnie1k6J/WizdlArlyyyOHBzAIRzb0M+gDNdQgSoQeIBneIU359F5cd6dj2nrgpPN7MEfOF8/m0uX/w==</latexit>

1 5 A 5 Abs解は  のみm = 0

<latexit sha1_base64="vKQj04ZwkRITOWPGeyIXF9tsazw=">AAACAXicbZDLSgMxFIbP1Futt6pLN8EiuCozIurCRasblxXsBdqhZNJMG5pkhiQjlKFufBVduFDErW/hzrcxbWehrT8EPv5zDifnD2LOtHHdbye3tLyyupZfL2xsbm3vFHf3GjpKFKF1EvFItQKsKWeS1g0znLZiRbEIOG0Gw+tJvXlPlWaRvDOjmPoC9yULGcHGWgKq0IUUnkGBAAQBaBjDpaVqt1hyy+5UaBG8DEqQqdYtfn V6EUkElYZwrHXbc2Pjp1gZRjgdFzqJpjEmQ9ynbYsSC6r9dHrBGB1Zp4fCSNknDZq6vydSLLQeicB2CmwGer42Mf+rtRMTXvgpk3FiqCSzRWHCkYnQJA7UY4oSw0cWMFHM/hWRAVaYGBtawYbgzZ+8CI2TsndWPr09LVWusjjycACHcAwenEMFbqAGdSDwAE/wCm/Oo/PivDsfs9ack83swx85nz8qspI4</latexit>

Abs < A 物理的な解は  の2つm = ± mbs(A)

<latexit sha1_base64="nRh2I36eGfy93gs5BYRS6Ycl2vY=">AAACI3icbVDLSgMxFL1TX7W+Rl2KMFgEN5YZKepGKLpxWcE+oC0lk6ZtaCYZkoxShv6Lm/6KGxdKcePCfzGdDlJbz+XC4Zx7Se7xQ0aVdt0vK7Oyura+kd3MbW3v7O7Z+wdVJSKJSQULJmTdR4owyklFU81IPZQEBT4jNX9wN/VrT0QqKvijHoakFaAep12KkTaSsI8hgBsoQxtiGEMEISCQpgQ8wwjOf51OovB5t23n3YKbwFkmXkrykKLctifNjsBRQLjGDCnV8NxQt2IkNcWMjHLNSJEQ4QHqkYahHAVEteLkxpFzapSO0xXSNNdOos5vxChQahj4ZjJAuq8Wvan4n9eIdPe6FVMeRppwPHuoGzFHC2camNOhkmDNhoYgLKn5q4P7SCKsTaw5E4K3ePIyqV4UvMtC8aGYL92mcWThCE7gDDy4ghLcm6ArgOEFXuEdPqyx9WZNrM/ZaMZKdw7hD6zvH/Xlm00=</latexit>

m = P" � P#
<latexit sha1_base64="B4u368fL2kVsx4+oDDoDhtrg0lY="></latexit>

P" = P# = 1
2 上向きと下向きが打ち消しあい、 
マクロには磁石の性質を示さない

<latexit sha1_base64="rNT8YIqzuGSQtJ0oxZI9ZAzT9Co="></latexit>

P" = 1
2{1�mbs(A)} < 1

2

<latexit sha1_base64="6KTykrsUPyLHA/2zFZQ47IVaar8="></latexit>

P# = 1
2{1 +mbs(A)} > 1

2

マクロには下向きの磁石になる！

<latexit sha1_base64="GXl48ooBCEVAi6X/+WO4K631NYk=">AAACCXicbZDLSgMxFIbP1Futt1GXboJF0IVlRoq6EapuXFawF2iHkkkzbWgyMyQZoQzduvE53LlxoYhb38Cdb2PazkJbDyR8/P85JOf3Y86UdpxvK7ewuLS8kl8trK1vbG7Z2zt1FSWS0BqJeCSbPlaUs5DWNNOcNmNJsfA5bfiD67HfuKdSsSi808OYegL3QhYwgrWRItsGARdwbO4OpPAE0hACHxSM4BAu4ahjF52SMyk0D24GRciq2rG/2t2IJIKGmnCsVMt1Yu2lWGpGOB0V2omiMSYD3KMtgyEWVHnpZJMROjBKFwWRNCfUaKL+nkixUGoofNMpsO6rWW8s/ue1Eh2ceykL40TTkEwfChKOdITGsaAuk5RoPjSAiWTmr4j0scREm/AKJgR3duV5qJ+U3NNS+bZcrFxlceRhD/ZNkC6cQQVuoAo1IPAAz/AKb9aj9WK9Wx/T1pyVzezCn7I+fwASgZOa</latexit>

m = �mbs(A)

<latexit sha1_base64="qYg3QQToa0cCIKkV9GIs/Tj9tU0="></latexit>

P" = 1
2{1 +mbs(A)} > 1

2

<latexit sha1_base64="mCTvvebA0ZC+oBAwaKwVoxF0SY0="></latexit>

P# = 1
2{1�mbs(A)} < 1

2

マクロには上向きの磁石になる！

<latexit sha1_base64="PMcRULi0kpYCJbN2nJWkfgeXt4E=">AAACB3icbZC7SgNBFIbPxluMl6xa2gwGQZuwK0FthKiNZQRzgWQJs5PZZMjs7DIzK4QlnY0PYmNjoYitr2Dn2zhJttDEHw58/OccZs7vx5wp7TjfVm5peWV1Lb9e2Njc2i7aO7sNFSWS0DqJeCRbPlaUM0HrmmlOW7GkOPQ5bfrD60m/eU+lYpG406OYeiHuCxYwgrWxIrsIIVyY6kIKTyANIfBBwRiO4BKOu3bJKTtToUVwMyhBplrX/ur0IpKEVGjCsVJt14m1l2KpGeF0XOgkisaYDHGftg0KHFLlpdM7xujQOD0URNKU0Gjq/t5IcajUKPTNZIj1QM33JuZ/vXaig3MvZSJONBVk9lCQcKQjNAkF9ZikRPORAUwkM39FZIAlJtpEVzAhuPMnL0LjpOyeliu3lVL1KosjD/twYIJ04QyqcAM1qAOBB3iGV3izHq0X6936mI3mrGxnD/7I+vwBf36TWg==</latexit>

m = mbs(A)

 で相転移がおきる！？Abs = e ≒ 1.649
Figures from wikipedia “bootstrap”

ブートスト
ラップ近似

は 

大胆で単純
な近似だが

、 

これで相転
移の本質は

見える！



2次元強磁性イジング模型 
における相転移
•モデルの定義
• ブートストラップ近似
• 厳密な結果



相転移についての厳密な結果
定理 2次元イジング模型は  に
おいて相転移をおこす

Ac = 1 + 2 ≒ 2.414

MC simulations done at https://www.ibiblio.org/e-notes/Perc/ising.htm by Evgeny Demidov

 ブートストラップ近似は
スピンがそろう傾向を過大評価！
Ac > Abs



相転移についての厳密な結果

<latexit sha1_base64="nRh2I36eGfy93gs5BYRS6Ycl2vY=">AAACI3icbVDLSgMxFL1TX7W+Rl2KMFgEN5YZKepGKLpxWcE+oC0lk6ZtaCYZkoxShv6Lm/6KGxdKcePCfzGdDlJbz+XC4Zx7Se7xQ0aVdt0vK7Oyura+kd3MbW3v7O7Z+wdVJSKJSQULJmTdR4owyklFU81IPZQEBT4jNX9wN/VrT0QqKvijHoakFaAep12KkTaSsI8hgBsoQxtiGEMEISCQpgQ8wwjOf51OovB5t23n3YKbwFkmXkrykKLctifNjsBRQLjGDCnV8NxQt2IkNcWMjHLNSJEQ4QHqkYahHAVEteLkxpFzapSO0xXSNNdOos5vxChQahj4ZjJAuq8Wvan4n9eIdPe6FVMeRppwPHuoGzFHC2camNOhkmDNhoYgLKn5q4P7SCKsTaw5E4K3ePIyqV4UvMtC8aGYL92mcWThCE7gDDy4ghLcm6ArgOEFXuEdPqyx9WZNrM/ZaMZKdw7hD6zvH/Xlm00=</latexit>

m = P" � P#
<latexit sha1_base64="B4u368fL2kVsx4+oDDoDhtrg0lY="></latexit>

P" = P# = 1
2

近くのスピンどうしは同じ
向きにそろうが、マクロに
は、上向きと下向きが打ち
消しあい、磁石にならない

平衡状態はただ一つで m = 0<latexit sha1_base64="SaLd7UkORpc0lXaQaQLuKMtj6gU=">AAACF3icbVC7TsMwFL3hWcorwMDAYlEhMVUJqoCxwMJYJPqQ2qhyXLe16tjBdpCqqH/BwgfwEywMIMQKG3+D22aAlmNZOvece2XfE8acaeN5387C4tLyympuLb++sbm17e7s1rRMFKFVIrlUjRBrypmgVcMMp41YURyFnNbDwdXYr99TpZkUt2YY0yDCPcG6jGBjJenugw9PwIHCnT0ILmaqNqRWURDZisCo7Ra8ojcBmid+Rg qQodJ2v1odSZKICkM41rrpe7EJUqwMI5yO8q1E0xiTAe7RpqUCR1QH6WSvETqySgd1pbJXGDRRf0+kONJ6GIW2M8Kmr2e9sfif10xM9zxImYgTQwWZPtRNODISjUNCHaYoMXxoCSaK2b8i0scKE2OjzNsQ/NmV50ntpOifFks3pUL5MosjBwdwCMc28jMowzVUoGpDfYBneIU359F5cd6dj2nrgpPN7MEfOJ8/k5CXeg==</latexit>

1 5 A 5 Ac

定理 2次元イジング模型は  に
おいて相転移をおこす

Ac = 1 + 2 ≒ 2.414

上向き＝黒点、下向き＝白点 
512 x 512 個のスピン

MC simulations done at https://www.ibiblio.org/e-notes/Perc/ising.htm by Evgeny Demidov



相転移についての厳密な結果
平衡状態は2つあり、それぞれで m = ± m*(A)<latexit sha1_base64="YkiW5eULJDpc1waWcM8IsIP/FH0=">AAAB/3icbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIqAsXrW5cVrAPaIeSSTNtaJIZkoxQxi78FUFcKOLW33Dn35i2s9DWA5d7OOdecnOCmDNtXPfbyS0tr6yu5dcLG5tb2zvF3b2GjhJFaJ1EPFKtAGvKmaR1wwynrVhRLAJOm8HweuI376nSLJJ3ZhRTX+C+ZCEj2FiJQxW6kMIzKBCAgMAYLm2vdoslt+xOgRaJl5ESZKh1i1+dXk QSQaUhHGvd9tzY+ClWhhFOx4VOommMyRD3adtSiQXVfjq9f4yOrNJDYaRsSYOm6u+NFAutRyKwkwKbgZ73JuJ/Xjsx4YWfMhknhkoyeyhMODIRmoSBekxRYvjIEkwUs7ciMsAKE2MjK9gQvPkvL5LGSdk7K5/enpYqV1kceTiAQzgGD86hAjdQg7qN9gGe4BXenEfnxXl3PmajOSfb2Yc/cD5/ACt5kbM=</latexit>

Ac < A

<latexit sha1_base64="BrY/nzUkkGJ+TFSJ0K6cCqt4V9w=">AAAB73icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRaheii7UtSTVL14rGA/oF1LNk3b0CS7JlmhLP0TXjwo4tW/481/Y9ruQVsfDDzem2FmXhBxpo3rfjuZpeWV1bXsem5jc2t7J7+7V9dhrAitkZCHqhlgTTmTtGaY4bQZKYpFwGkjGN5M/MYTVZqF8t6MIuoL3Jesxwg2VmqKh5Pi1fGl28kX3JI7BVokXkoKkKLayX+1uyGJBZWGcKx1y3Mj4ydYGUY4HefasaYRJkPcpy1LJRZU+8n03jE6skoX9UJlSxo0VX9PJFhoPRKB7RTYDPS8NxH/81qx6V34CZNRbKgks0W9mCMTosnzqMsUJYaPLMFEMXsrIgOsMDE2opwNwZt/eZHUT0veWal8Vy5UrtM4snAAh1AED86hArdQhRoQ4PAMr/DmPDovzrvzMWvNOOnMPvyB8/kDNTGOyA==</latexit>

m⇤(A) > 0

<latexit sha1_base64="fFCzG3d4KY9DRKEqCK6PPwOvEJ0=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY4YLx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFS47ZfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWldl77pcaVRKtWoWRx7O4BwuwYMbqME91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJLJjMQ=</latexit>

A<latexit sha1_base64="ZI95rvsCNE3DZ/wWe9jreqnp8HE=">AAAB+XicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZEe2y4sZlBXuBdiiZNNOGJpkhyRTK0Ddx40IRt76JO9/GtJ2Ftv4Q+PnPOZyTL0wEN9bzvlFhY3Nre6e4W9rbPzg8Kh+ftEycasqaNBax7oTEMMEVa1puBeskmhEZCtYOx/fzenvCtOGxerLThAWSDBWPOCXWRRzuoA8ZvIIGCRgozPrlilf1FsLrxs9NBXI1+uWv3iCmqWTKUkGM6fpeYoOMaMupYLNSLzUsIXRMhqzrrCKSmSBbXD7DFy4Z4CjW7imLF+nviYxIY6YydJ2S2JFZrc3D/2rd1Ea1IOMqSS1TdLkoSgW2MZ5jwAOuGbVi6gyhmrtbMR0RTah1sEoOgr/65XXTuqr6N9Xrx+tKvZbjKMIZnMMl+HALdXiABjQd1Ak8O8RvKEMv6B19LFsLKJ85hT9Cnz9J45DT</latexit>

Ac

<latexit sha1_base64="kovcqPQ9MZSBtUS5pbrRTuUbTd0=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRaheii7UrTHihePFewHtGvJptk2NpssSVYoS/+DFw+KePX/ePPfmLZ70OqDgcd7M8zMC2LOtHHdLye3srq2vpHfLGxt7+zuFfcPWlomitAmkVyqToA15UzQpmGG006sKI4CTtvB+Hrmtx+p0kyKOzOJqR/hoWAhI9hYqRXdn5WvTvvFkltx50B/iZeREmRo9IufvYEkSUSFIRxr3fXc2PgpVoYRTqeFXqJpjMkYD2nXUoEjqv10fu0UnVhlgEKpbAmD5urPiRRHWk+iwHZG2Iz0sjcT//O6iQlrfspEnBgqyGJRmHBkJJq9jgZMUWL4xBJMFLO3IjLCChNjAyrYELzll/+S1nnFu6hUb6ulei2LIw9HcAxl8OAS6nADDWgCgQd4ghd4daTz7Lw574vWnJPNHMIvOB/fPj6OPA==</latexit>

m⇤(A)

マクロには上向きの磁石になる！
<latexit sha1_base64="1NIbU8LraQOVcok8ZqhZk4xSMxg="></latexit>

P# = 1
2{1�m⇤(A)} < 1

2

<latexit sha1_base64="/n9UnnSqcTeWQ/lribBfTl8M4Yw="></latexit>

P" = 1
2{1 +m⇤(A)} > 1

2

<latexit sha1_base64="a+h//VYU8CUcSYYP8vg6Ybgao3E=">AAAB73icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRaheii7UtSLUPXisYL9gHYt2TRtQ5PsmmSFsvRPePGgiFf/jjf/jWm7B219MPB4b4aZeUHEmTau++1klpZXVtey67mNza3tnfzuXl2HsSK0RkIeqmaANeVM0pphhtNmpCgWAaeNYHgz8RtPVGkWynsziqgvcF+yHiPYWKkpLsXDSfHquJMvuCV3CrRIvJQUIEW1k/9qd0MSCyoN4VjrludGxk+wMoxwOs61Y00jTIa4T1uWSiyo9pPpvWN0ZJUu6oXKljRoqv6eSLDQeiQC2ymwGeh5byL+57Vi07vwEyaj2FBJZot6MUcmRJPnUZcpSgwfWYKJYvZWRAZYYWJsRDkbgjf/8iKpn5a8s1L5rlyoXKdxZOEADqEIHpxDBW6hCjUgwOEZXuHNeXRenHfnY9aacdKZffgD5/MHkT6PBA==</latexit>

m = m⇤(A)

<latexit sha1_base64="nRh2I36eGfy93gs5BYRS6Ycl2vY=">AAACI3icbVDLSgMxFL1TX7W+Rl2KMFgEN5YZKepGKLpxWcE+oC0lk6ZtaCYZkoxShv6Lm/6KGxdKcePCfzGdDlJbz+XC4Zx7Se7xQ0aVdt0vK7Oyura+kd3MbW3v7O7Z+wdVJSKJSQULJmTdR4owyklFU81IPZQEBT4jNX9wN/VrT0QqKvijHoakFaAep12KkTaSsI8hgBsoQxtiGEMEISCQpgQ8wwjOf51OovB5t23n3YKbwFkmXkrykKLctifNjsBRQLjGDCnV8NxQt2IkNcWMjHLNSJEQ4QHqkYahHAVEteLkxpFzapSO0xXSNNdOos5vxChQahj4ZjJAuq8Wvan4n9eIdPe6FVMeRppwPHuoGzFHC2camNOhkmDNhoYgLKn5q4P7SCKsTaw5E4K3ePIyqV4UvMtC8aGYL92mcWThCE7gDDy4ghLcm6ArgOEFXuEdPqyx9WZNrM/ZaMZKdw7hD6zvH/Xlm00=</latexit>

m = P" � P#

上向き＝黒点、下向き＝白点 
512 x 512 個のスピン

MC simulations done at https://www.ibiblio.org/e-notes/Perc/ising.htm by Evgeny Demidov



相転移についての厳密な結果
平衡状態は2つあり、それぞれで m = ± m*(A)<latexit sha1_base64="YkiW5eULJDpc1waWcM8IsIP/FH0=">AAAB/3icbVDLSgMxFL1TX7W+qi7dBIvgqsyIqAsXrW5cVrAPaIeSSTNtaJIZkoxQxi78FUFcKOLW33Dn35i2s9DWA5d7OOdecnOCmDNtXPfbyS0tr6yu5dcLG5tb2zvF3b2GjhJFaJ1EPFKtAGvKmaR1wwynrVhRLAJOm8HweuI376nSLJJ3ZhRTX+C+ZCEj2FiJQxW6kMIzKBCAgMAYLm2vdoslt+xOgRaJl5ESZKh1i1+dXk QSQaUhHGvd9tzY+ClWhhFOx4VOommMyRD3adtSiQXVfjq9f4yOrNJDYaRsSYOm6u+NFAutRyKwkwKbgZ73JuJ/Xjsx4YWfMhknhkoyeyhMODIRmoSBekxRYvjIEkwUs7ciMsAKE2MjK9gQvPkvL5LGSdk7K5/enpYqV1kceTiAQzgGD86hAjdQg7qN9gGe4BXenEfnxXl3PmajOSfb2Yc/cD5/ACt5kbM=</latexit>

Ac < A

<latexit sha1_base64="BrY/nzUkkGJ+TFSJ0K6cCqt4V9w=">AAAB73icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRaheii7UtSTVL14rGA/oF1LNk3b0CS7JlmhLP0TXjwo4tW/481/Y9ruQVsfDDzem2FmXhBxpo3rfjuZpeWV1bXsem5jc2t7J7+7V9dhrAitkZCHqhlgTTmTtGaY4bQZKYpFwGkjGN5M/MYTVZqF8t6MIuoL3Jesxwg2VmqKh5Pi1fGl28kX3JI7BVokXkoKkKLayX+1uyGJBZWGcKx1y3Mj4ydYGUY4HefasaYRJkPcpy1LJRZU+8n03jE6skoX9UJlSxo0VX9PJFhoPRKB7RTYDPS8NxH/81qx6V34CZNRbKgks0W9mCMTosnzqMsUJYaPLMFEMXsrIgOsMDE2opwNwZt/eZHUT0veWal8Vy5UrtM4snAAh1AED86hArdQhRoQ4PAMr/DmPDovzrvzMWvNOOnMPvyB8/kDNTGOyA==</latexit>

m⇤(A) > 0

<latexit sha1_base64="fFCzG3d4KY9DRKEqCK6PPwOvEJ0=">AAAB6HicbVDLTgJBEOzFF+IL9ehlIjHxRHYNUY4YLx4hkUcCGzI79MLI7OxmZtaEEL7AiweN8eonefNvHGAPClbSSaWqO91dQSK4Nq777eQ2Nre2d/K7hb39g8Oj4vFJS8epYthksYhVJ6AaBZfYNNwI7CQKaRQIbAfju7nffkKleSwfzCRBP6JDyUPOqLFS47ZfLLlldwGyTryMlCBDvV/86g1ilkYoDRNU667nJsafUmU4Ezgr9FKNCWVjOsSupZJGqP3p4tAZubDKgISxsiUNWai/J6Y00noSBbYzomakV725+J/XTU1Y9adcJqlByZaLwlQQE5P512TAFTIjJpZQpri9lbARVZQZm03BhuCtvrxOWldl77pcaVRKtWoWRx7O4BwuwYMbqME91KEJDBCe4RXenEfnxXl3PpatOSebOYU/cD5/AJLJjMQ=</latexit>

A<latexit sha1_base64="ZI95rvsCNE3DZ/wWe9jreqnp8HE=">AAAB+XicbZDLSgMxFIZP6q3WW9Wlm2ARXJUZEe2y4sZlBXuBdiiZNNOGJpkhyRTK0Ddx40IRt76JO9/GtJ2Ftv4Q+PnPOZyTL0wEN9bzvlFhY3Nre6e4W9rbPzg8Kh+ftEycasqaNBax7oTEMMEVa1puBeskmhEZCtYOx/fzenvCtOGxerLThAWSDBWPOCXWRRzuoA8ZvIIGCRgozPrlilf1FsLrxs9NBXI1+uWv3iCmqWTKUkGM6fpeYoOMaMupYLNSLzUsIXRMhqzrrCKSmSBbXD7DFy4Z4CjW7imLF+nviYxIY6YydJ2S2JFZrc3D/2rd1Ea1IOMqSS1TdLkoSgW2MZ5jwAOuGbVi6gyhmrtbMR0RTah1sEoOgr/65XXTuqr6N9Xrx+tKvZbjKMIZnMMl+HALdXiABjQd1Ak8O8RvKEMv6B19LFsLKJ85hT9Cnz9J45DT</latexit>

Ac

<latexit sha1_base64="kovcqPQ9MZSBtUS5pbrRTuUbTd0=">AAAB7XicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRaheii7UrTHihePFewHtGvJptk2NpssSVYoS/+DFw+KePX/ePPfmLZ70OqDgcd7M8zMC2LOtHHdLye3srq2vpHfLGxt7+zuFfcPWlomitAmkVyqToA15UzQpmGG006sKI4CTtvB+Hrmtx+p0kyKOzOJqR/hoWAhI9hYqRXdn5WvTvvFkltx50B/iZeREmRo9IufvYEkSUSFIRxr3fXc2PgpVoYRTqeFXqJpjMkYD2nXUoEjqv10fu0UnVhlgEKpbAmD5urPiRRHWk+iwHZG2Iz0sjcT//O6iQlrfspEnBgqyGJRmHBkJJq9jgZMUWL4xBJMFLO3IjLCChNjAyrYELzll/+S1nnFu6hUb6ulei2LIw9HcAxl8OAS6nADDWgCgQd4ghd4daTz7Lw574vWnJPNHMIvOB/fPj6OPA==</latexit>

m⇤(A)

マクロには上向きの磁石になる！
<latexit sha1_base64="1NIbU8LraQOVcok8ZqhZk4xSMxg="></latexit>

P# = 1
2{1�m⇤(A)} < 1

2

<latexit sha1_base64="/n9UnnSqcTeWQ/lribBfTl8M4Yw="></latexit>

P" = 1
2{1 +m⇤(A)} > 1

2

<latexit sha1_base64="a+h//VYU8CUcSYYP8vg6Ybgao3E=">AAAB73icbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRaheii7UtSLUPXisYL9gHYt2TRtQ5PsmmSFsvRPePGgiFf/jjf/jWm7B219MPB4b4aZeUHEmTau++1klpZXVtey67mNza3tnfzuXl2HsSK0RkIeqmaANeVM0pphhtNmpCgWAaeNYHgz8RtPVGkWynsziqgvcF+yHiPYWKkpLsXDSfHquJMvuCV3CrRIvJQUIEW1k/9qd0MSCyoN4VjrludGxk+wMoxwOs61Y00jTIa4T1uWSiyo9pPpvWN0ZJUu6oXKljRoqv6eSLDQeiQC2ymwGeh5byL+57Vi07vwEyaj2FBJZot6MUcmRJPnUZcpSgwfWYKJYvZWRAZYYWJsRDkbgjf/8iKpn5a8s1L5rlyoXKdxZOEADqEIHpxDBW6hCjUgwOEZXuHNeXRenHfnY9aacdKZffgD5/MHkT6PBA==</latexit>

m = m⇤(A)

マクロには下向きの磁石になる！

<latexit sha1_base64="zdYIHUKKVOpXDN7Xn8XdWRTs9f0="></latexit>

P" = 1
2{1�m⇤(A)} < 1

2
<latexit sha1_base64="kAruC6hgAiPirhTNGseywBhARPM="></latexit>

P# = 1
2{1 +m⇤(A)} > 1

2

<latexit sha1_base64="+pANKZ708MkHwo7VvZXxM9Bo+mw=">AAAB8HicbVBNSwMxEJ2tX7V+VT16CRahCpZdKepFqHrxWMF+SLuWbJq2oUl2SbJCWforvHhQxKs/x5v/xrTdg1YfDDzem2FmXhBxpo3rfjmZhcWl5ZXsam5tfWNzK7+9U9dhrAitkZCHqhlgTTmTtGaY4bQZKYpFwGkjGF5P/MYjVZqF8s6MIuoL3Jesxwg2VroXF8fi4ah4edjJF9ySOwX6S7yUFCBFtZP/bHdDEgsqDeFY65bnRsZPsDKMcDrOtWNNI0yGuE9blkosqPaT6cFjdGCVLuqFypY0aKr+nEiw0HokAtspsBnoeW8i/ue1YtM79xMmo9hQSWaLejFHJkST71GXKUoMH1mCiWL2VkQGWGFibEY5G4I3//JfUj8peael8m25ULlK48jCHuxDETw4gwrcQBVqQEDAE7zAq6OcZ+fNeZ+1Zpx0Zhd+wfn4Bvwcjzs=</latexit>

m = �m⇤(A)

<latexit sha1_base64="nRh2I36eGfy93gs5BYRS6Ycl2vY=">AAACI3icbVDLSgMxFL1TX7W+Rl2KMFgEN5YZKepGKLpxWcE+oC0lk6ZtaCYZkoxShv6Lm/6KGxdKcePCfzGdDlJbz+XC4Zx7Se7xQ0aVdt0vK7Oyura+kd3MbW3v7O7Z+wdVJSKJSQULJmTdR4owyklFU81IPZQEBT4jNX9wN/VrT0QqKvijHoakFaAep12KkTaSsI8hgBsoQxtiGEMEISCQpgQ8wwjOf51OovB5t23n3YKbwFkmXkrykKLctifNjsBRQLjGDCnV8NxQt2IkNcWMjHLNSJEQ4QHqkYahHAVEteLkxpFzapSO0xXSNNdOos5vxChQahj4ZjJAuq8Wvan4n9eIdPe6FVMeRppwPHuoGzFHC2camNOhkmDNhoYgLKn5q4P7SCKsTaw5E4K3ePIyqV4UvMtC8aGYL92mcWThCE7gDDy4ghLcm6ArgOEFXuEdPqyx9WZNrM/ZaMZKdw7hD6zvH/Xlm00=</latexit>

m = P" � P#

上向き＝黒点、下向き＝白点 
512 x 512 個のスピン

MC simulations done at https://www.ibiblio.org/e-notes/Perc/ising.htm by Evgeny Demidov



イジング模型の相転移
<latexit sha1_base64="BojL+b0aWhRV4wzF9AbNm6ETvUQ="></latexit>

P" =
AN"

AN" +AN#

<latexit sha1_base64="2YrkIauRJ3TFI/zINBQZgdQU9rU="></latexit>

P# =
AN#

AN" +AN#

 まわりにある上・下向きスピンの数N↑, N↓
 注目しているスピンが上・下向きの確率P↑, P↓

各々のスピンはまわりの4つのスピンに（ほどほど
に）合わせようとするだけ
膨大な数のスピンが全体として  が  の
ときに相転移をおこす！

A Ac = 1 + 2

 が  より大きいときには上向き・下向きの対称性
を破った平衡状態が出現！！
A Ac

対称性の自発的破れ

統計力学によって相転移が理解できる！



まわりがだいたい上向きなので
自分も上向き

まわりがみんな上向きなので 
自分も上向き

まわりがだいたい上向きなので
自分も上向き

対称性の自発的破れ
もともと上向きと下向きは完全に対等

上向のスピンたちがお互いに支え合って対称性を破
り、全体として上を向いている

 が  より大きいときの平衡状態（の一つ）A Ac

Figure from wikipedia “bootstrap”



まわりがだいたい上向きなので
自分も上向き

まわりがみんな上向きなので 
自分も上向き

まわりがだいたい上向きなので
自分も上向き

対称性の自発的破れ
もともと上向きと下向きは完全に対等

上向のスピンたちがお互いに支え合って対称性を破
り、全体として上を向いている

 が  より大きいときの平衡状態（の一つ）A Ac

Figure from wikipedia “bootstrap”



次元の重要性

ブートストラップ近似の範囲では、この格子は 
2 次元と同じだが、相転移は生じない

相転移、対称性の自発的破れが生じるためには格子
が 2 次元であることが本質的
1 次元強磁性イジング模型では相転移はない！

 がどんなに大きくても対称性の自発的破れは生じないA



ちょっと軽い話題 
集団の意思決定のモデル

実はイジング模型



白か黒かの意見を決める

各々の人がまわりの4人
の意見に（イジング模型
と同じ確率ルールで） 
合わせようとする

まったく優劣のつかない
二つの選択肢のどちらか
を選ばなくてはならない

?

イラスト成瀬ちさと



長い時間のあとの状況
 人々の意見はまとまらず、白と黒が半々A ≦ Ac

 人々の大部分が白あるいは黒に意思統一A > Ac

白と黒にまったく優劣
がなくても、 

集団の相互作用で一方
が選ばれてしまう 

対称性の自発的破れ

MC simulations done at https://www.ibiblio.org/e-notes/Perc/ising.htm by Evgeny Demidov イラスト成瀬ちさと



さまざまな相転移 
と統計力学 

秩序状態と無秩序状態



イジング模型での相転移
 スピンは全体としてはバラバラA < Ac

 スピンは全体としてそろうA > Ac

無秩序状態

秩序状態

対称性の自発的破れ
統計力学で完全に理論的に理解できる

MC simulations done at https://www.ibiblio.org/e-notes/Perc/ising.htm by Evgeny Demidov

高温　

低温　



スピンの向きはバラバラ（マクロには磁石ではない）

スピンの向きがそろう（マクロな磁石）

数多くのスピン（=小さな磁石）の集まり
現実的な強磁性体での相転移

無秩序状態
秩序状態

対称性の自発的破れ

統計力学でかなりしっかりと理論的に理解できる

高温　

低温　



ネオジム磁石

約 300 度で相転移
強力な磁石

実験　田崎真里子、田崎晴明

現実的な強磁性体での相転移



ネオジム磁石

約 300 度で相転移
強力な磁石

秩序状態

実験　田崎真里子、田崎晴明

現実的な強磁性体での相転移



ネオジム磁石

約 300 度で相転移
強力な磁石

無秩序状態

実験　田崎真里子、田崎晴明

ご家庭で実験する際は火の扱いに注意し
念のため眼鏡を着用してください。

現実的な強磁性体での相転移



水　分子たちはバラバラに運動

氷　分子たちは整然とした結晶を構成

水の結晶（六方晶）

https://www.oist.jp/ja/news-center/photos/24297

無秩序状態

秩序状態

水と氷の相転移

対称性の自発的破れ

統計力学で理論的に理解できるはず(まだ難しい)

高温　

低温　



バクテリア集団の相転移

動画提供　西口大貴（東京大学竹内研究室）

Daiki Nishiguchi, Ken H. Nagai, Hugues Chaté, and Masaki Sano 
Long-range nematic order and anomalous fluctuations in suspensions of swimming filamentous bacteria  
Phys. Rev. E 95, 020601(R) (2017)

水中を遊泳する大腸菌 (体長約 0.02 mm) の集団
秩序状態

対称性の自発的破れ

無秩序状態



バクテリア集団の相転移

 

Hohenberg-Mermin-Wagner-Type Theorems for Equilibrium Models of Flocking
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We study a class of two-dimensional models of classical hard-core p
articles with Vicsek type “exc

hange

interaction” that aligns the di
rections of motion of nearby particles. By exten

ding the Hohenberg-Mermin-

Wagner theorem for the absence of spontaneous magnetization and the McBryan-Spencer bound for

correlation functions, we pro
ve that the models do not spontaneously b

reak the rotational symmetry in their

equilibrium states at any nonzero temperature. This provides a cou
nterexample to the well-known argument

that the mobility of particles is the key origin of the spontaneous symmetry breaking in two-dimensional

Vicsek type models. Our result suggests th
at the origin of the symmetry breaking should be sought in the

absence of a detailed balance condition, or, equivalently, i
n nonequilibrium nature.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.1
25.220601

Introduction.—Idealized theoretical models of flocking,

the formation of clusters of collectively moving self

-propelled elements (such as birds), have recently been

attracting considerable interest from the physics community

[1–6]. Such models are important not only because they
shed

light on the biological nature of flocking but also because

they lead to novel universality
classes in statistical physics. A

prototypical model, known as the Vicsek model, in which

nearby self-propelled elements tend to align the direction
s of

motion with each other, was studied numerically in the

pioneering work of Vicsek, Czirók, Ben-Jacob
, Cohen, and

Shochet [7]. It was soon realiz
ed through intensive studies o

f

the corresponding continuum dynamical model by Toner,

Tu, and Ramaswamy [8–11] that Vicsek type models may

exhibit spontaneous breaking
of the rotational symmetry in

two or higher dimensions. See Fig. 6(b) of [5] or Fig. 4(a)

of [6] for definitive numerical evidence for the existen
ce of

spontaneous symmetry breaking in the Vicsek model. The

ordered phases were observed experimentally in biological

systems (with nematic order) [12,13] and found
numerically

in granular systems (with ferromagnetic order) [14–17].

There are almost no mathematically rigorous results con-

cerning the ordered phases in
rotationally symmetric models

of flocking. See [18] for interesting rigorous results in

different active matter systems.

The spontaneous breakdown
of the rotational symmetry

in a two-dimensional model is in an apparent contradiction

with the well-known fact, proved first by Hohenberg for

quantum particle systems [19] and by Mermin and Wagner

for quantum spin systems [20], that a two-dimensional

system in thermal equilibrium does not spontaneously

break continuous symmetry. This fact has been proven

in various models of classical and quantum statistical

mechanics. See, e.g., [21–23].
There is of course no true contradiction here since

these theorems do not apply to the steady state of the

Vicsek model, which is not a thermal equilibrium state.

Nevertheless it is natural to ask which physical mechanism

is relevant for the violation of the Hohenberg-Mermin-

Wagner type theorems. A common informal explanation is

that the motion of self-propelled elements generates effec-

tively long-ranged interaction between the directions of

motion of particles, thus violating an essential condition

for Hohenberg-Mermin-Wagner type theorems. In a more

sophisticated discussion one focuses on the coupling

between the fluctuation of the order parameter (i.e., the

direction of the collective motion) and the macroscopic

flow of the elements. See Sec. 3.3 of [4].

Such arguments lead us to ask whether a Vicsek type

model with detailed balance dynamics can exhibit sponta-

neous breaking of the rotational symmetry in its steady

state, namely, the thermal equilibrium state. In fact some

Hamiltonian models of flocking were studied, and it was

reported that behaviors similar to the Vicsek model were

observed [24–26].
In the present paper we study a class of systems of

hard-core particles in two dimensions with Vicsek-type

“exchange interaction” that a
ligns the directions of motion

of nearby particles. By proving analogs of the Hohenberg-

Mermin-Wagner theorem [19,20] and the McBryan-

Spencer bound for correlations [21], we rigorously

establish that the models do not break the rotational

symmetry of the velocities in their equilibrium states.

Note that these equilibrium states are realized as the uniq
ue

stationary states of the Vicsek-like dynamics in which

particles move according to Newtonian mechanics,

while their velocities are varied stochastically from time

to time in such a manner that detailed balance condition

holds [27]. We thus conclude that the mobility of particles

in Vicsek type models is not sufficient to explain the

emergence of spontaneous symmetry breaking in two

dimensions.
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Clearly the nematic interaction −J(rj , rk)(
vj

|vj | ·
vk
|vk| )

2 favors states in which the velocities of two nearby particles are
parallel or antiparallel. Similarly the symmetry breaking field −h

(vx
j )

2

|vj |2 tends to align the velocities in the positive ornegative x-direction. Note that the new Hamiltonian (C.1) is written in terms of the angle variables as

H̃v = −
N∑

j,k=1
(j<k)

J(rj , rk)
{
cos(θj − θk)

}2 − h
N∑

j=1

{
cos(θj)

}2
. (C.2)

We then study the equilibrium state of the Hamiltonian H̃ = Hp + H̃v. The following is a direct analogue ofTheorem 1, the extended Hohenberg-Mermin-Wagner theorem.
Theorem 3: For any 0 < β < ∞ one has

lim
h↓0

lim
L↑∞

1

N

N∑

j=1

〈e2iθj 〉β,h = 0, (C.3)

where the particle number N may depend in an arbitrary manner on the system size L.
The nematic correlation between two particles is most conveniently measured by the conditional correlation fucntion

C̃#(β) =

〈
e2i(θj−θk) χ#

j,k

〉
β,0

〈χ#
j,k〉β,0

, (C.4)

where it should be noted that

e2i(θj−θk) =

(
vxj + ivyj
|vj |

vxk − ivyk
|vk|

)2

. (C.5)

We have the following analogue of Theorem 2, the McBryan-Spencer bound.
Theorem 4: For any 0 < β < ∞ and a1 ≤ $ ≤ L/2, one has

|C̃#(β)| ≤
( $

a0

)−η̃
, (C.6)

with a positive constant η̃ that depends only on β, J0, a0, and a1. There is no restriction on the particle number N .
The proofs are essentially the same as those in the main text. The only crucial difference is the change in theBoltzmann factor, which can be treated as follows. Let ∆θ := θj − θk and ∆ϕ = ϕj − ϕk. Then we now have theterm J̃j,k{cos∆θ}2 in the Boltzmann factor of the quantity corresponding to (10). After the complex translationθj → θj + iϕj , this becomes J̃j,k{cos(∆θ + i∆ϕ)}2. We then note that

{cos(∆θ + i∆ϕ)}2 = {cos∆θ cosh∆ϕ− i sin∆θ sinh∆ϕ}2

= (cos∆θ)2(cosh∆ϕ)2 − (sin∆θ)2(sinh∆ϕ)2 + (pure imaginary quantity). (C.7)
The pure imaginary term can be dealt with as in the main text. We then bound the real part as

J̃j,k
{
(cos∆θ)2(cosh∆ϕ)2 − (sin∆θ)2(sinh∆ϕ)2

}

= J̃j,k
{
(cos∆θ)2 + (cos∆θ)2{(cosh∆ϕ)2 − 1}− (sin∆θ)2(sinh∆ϕ)2

}

≤ J̃j,k(cos∆θ)2 + |J̃j,k|
{
(cosh∆ϕ)2 − 1 + (sinh∆ϕ)2

}
. (C.8)

We see that this is in good shape since (cosh∆ϕ)2 − 1 + (sinh∆ϕ)2 ' 2(∆ϕ)2 for small ∆ϕ. Rigorous upper boundcan be constructed as in the original proof.

バクテリア集団の相
転移は通常の平衡系

の統計力学では 

決して説明できない



バクテリア集団の相転移

動画提供　西口大貴（東京大学竹内研究室）

Daiki Nishiguchi, Ken H. Nagai, Hugues Chaté, and Masaki Sano 
Long-range nematic order and anomalous fluctuations in suspensions of swimming filamentous bacteria  
Phys. Rev. E 95, 020601(R) (2017)

水中を遊泳する大腸菌 (体長約 0.02 mm) の集団
秩序状態

対称性の自発的破れ

無秩序状態

（平衡状態の）統計力学では理解できない
非平衡系を扱う(新

しい)統計力学が必
要！



転移点での 
2次元強磁性イジング模型 

臨界現象の一例 



転移点でのスピンの様子

 (高温)A < Ac

 (低温)A > Ac

 (転移点)A = Ac

無秩序状態

秩序状態
臨界状態

MC simulations done at https://www.ibiblio.org/e-notes/Perc/ising.htm by Evgeny Demidov



転移点でのスピンの様子

 (高温)A < Ac

 (低温)A > Ac

 (転移点)A = Ac

無秩序状態

秩序状態
臨界状態

MC simulations done at https://www.ibiblio.org/e-notes/Perc/ising.htm by Evgeny Demidov

転移点での上向きス
ピンと下向きのスピ

ンの 

範囲の境目はフラク
タル

フラクタルとは、自
己相似で、一般に整

数で

ない次元を持つ図形



自己相似性
一部を拡大すると、全体と同じ（似ている）

実時間再生 
（61 x 53 μm) 

1/50 スロー再生 
（5 x 5 μm） 

直径 0.5μm の粒子のブラウン運動 

動画提供：学習院大学西坂研究室

縮尺を 7.1 倍に拡大 
時間は 50 倍のスロー再生



図形の次元
部 
品 
の 
個 
数

1 2 3 4

1 4
9

16

1
8

27
64

= 11 = 21 = 31 = 41

= 12 = 22 = 32 = 42

= 13 = 23 = 33 = 43

1 2 3 4長さ

1 次元

2 次元

3 次元



図形の次元
部 
品 
の 
個 
数

1 2 3 4

1 4
9

16

1
8

27
64

= 11 = 21 = 31 = 41

= 12 = 22 = 32 = 42

= 13 = 23 = 33 = 43

1 2 3 4長さ

1 次元

2 次元

3 次元

(部品の個数) = (長さ)D
D 次元の図形では



コッホ曲線

1 3 9

27

= 3D

= 1D
16

64

1 
4 

D = 9

D= 27

D = log 4
log 3 ≒ 1.2619

(部品の個数) = (長さ)D
D 次元の図形では



figure from wikipedia “Koch curve” by Fibonacci 

コッホ曲線
コッホ曲線は、次元  のフラクタルD = log 4

log 3 ≒ 1.2619

そもそも自己相似性を持つように作ったのだから、
一種の「やらせ」



転移点でのイジング模型
 (転移点) での 2 次元イジング模型 

の上向き、下向きスピンの境界は 
次元  のフラクタル

A = Ac

D = 11
8 = 1.375

Figure by Tom Kennedy https://www.math.arizona.edu/~tgk/sle/ イラスト成瀬ちさと

各々のスピンはまわ
りにほどほどに

そろおうとするだけ
で、自己相似な

図形が出現する！

数学的奇跡！！！



転移点でのイジング模型
 (転移点) での 2 次元イジング模型 

の上向き、下向きスピンの境界は 
次元  のフラクタル

A = Ac

D = 11
8 = 1.375

Figure by Tom Kennedy https://www.math.arizona.edu/~tgk/sle/ イラスト成瀬ちさと

各々のスピンはまわ
りにほどほどに

そろおうとするだけ
で、自己相似な

図形が出現する！

数学的奇跡！！！

Fields medal 2006

Fields medal 2010

Fields medal 2022



相転移は無数のミクロな要素が集まって全体とし
て生み出さられるマクロな「協力現象」の一種
強磁性イジング模型は磁石のもっとも基本的な
モデルであり、互いに向きをそろえようとするス
ピンの集まりのふるまいを記述する
強磁性イジング模型をはじめとする多くの物理
系は秩序相と無秩序相の間で相転移する
強磁性イジング模型の転移点では自然にフラク
タル的な構造が出現する

まとめ

イラスト：成瀬ちさと



相転移は無数のミクロな要素が集まって全体とし
て生み出さられるマクロな「協力現象」の一種
強磁性イジング模型は磁石のもっとも基本的な
モデルであり、互いに向きをそろえようとするス
ピンの集まりのふるまいを記述する
強磁性イジング模型をはじめとする多くの物理
系は秩序相と無秩序相の間で相転移する
強磁性イジング模型の転移点では自然にフラク
タル的な構造が出現する

まとめ

イラスト：成瀬ちさと

ミクロなあまり面白
くなさそうなものが

 

すごくたくさん集ま
ると、面白いマクロ

な

性質が勝手に生まれ
てくる！


